PTSI - Cours d’informatique

[X. Calcul approché d’intégrales

1 Meéthode des rectangles

On rappelle la propriété suivante :

Propriété 1. Sommes de Riemann

k=n—1
—a
Si f est une fonction continue sur l'intervalle |a; b] alm’s f (
k=0

) = e

Remarque 1. La propriété demeure valable en considérant la somme

i b—a
S < i )
k=1
Définition 1. La méthode des rectangles d’approzimation de l'intégrale d’une fonction f consiste a
approcher celle-ci sur des intervalles [xg; xx11] par une fonction constante égale a f(xy) ot f(Tgy1).
Exercice 1.
1. Ecrire une fonction subdivision de paramétres a, b et n qui retourne le tableau des valeurs
b—a
xp = a+k—— pour k € [0;n —1].
n
2. Ecrire une fonction tmage de paramétres f et x qui retourne le tableau des valeurs des images

par la fonction f des valeurs du tableau de nombres x.

3. Ecrire une fonction somme de parameétre y qui retourne la somme des valeurs du tableau de
nombres y.

4. En déduire une fonction rectangles de parametres f, a, b et n qui retourne la valeur approchée

b—a

k=n—1
b—
Z f < > de Uintégrale de la fonction f sur lintervalle [a;b].

2 Méthode du point milieu

Définition 2. La méthode du point milieu d’approximation de l’intégrale d’une fonction f consiste
Ty + xk+1>

a approcher celle-ci sur des intervalles [xy; k1] par une fonction constante égale a f < 5

Exercice 2. Utiliser les fonctions subdivision, tmage et somme de [’exercice 1 pour écrire une

fonctiOn pointmilieu de paramétres f, a, b et n qui retourne la valeur approchée
k n—1

b—
Z f <a + ) > de Uintégrale de la fonction f sur lintervalle [a;b].
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3 Meéthode des trapezes

Définition 3. La méthode des trapezes d’approximation de l’intégrale d’une fonction f consiste a
approcher celle-ci sur des intervalles [x;xky1] par une fonction affine coincidant avec f en xj et
Tht1-

Tk Tl41

Exercice 3. Montrer que la méthode des trapeézes conduit a la valeur approchée
=n—1

b— b
¢ <f( @) + /(b) + Z f (a + k—)) de Uintégrale de la fonction f sur lintervalle [a;b].

n

Exercice 4. Utiliser les fonctions subdivision, tmage et somme de [’exercice 1 pour écrire une
fonction trapezes de paramétres f, a, b et n qui retourne la valeur approchée

b—a

n

k=n—1
b
<f( @) + /(b) + Z f (a + k—)) de Uintégrale de la fonction f sur lintervalle [a;b].

4 Méthode de Simpson

Définition 4. La méthode de Simpson d’approrimation de lintégrale d’une fonction f consiste a

approcher celle-ci sur des intervalles [xy; xk11] par une fonction polynomiale de degré 2 coincidant

T+ Tpaq
avec [ en xy, % et Tpy1.

Exercice 5. Montrer que si g est une fonction polynomiale de degré 2 alors

/abg(x) do = b_Ta (g(a) +4g (QTM) + g(b)>-

En déduire que la méthode de Simpson conduit a la valeur approchée

k=n—1 k=n—1
bg—na <f( a) + f( )+ Z f(a+kb—> 2 Z f(a—|— +k)b;a>> de lintégrale de la fonc-

tion f sur intervalle [a b]

Exercice 6. Utiliser les fonctions subdivision, tmage et somme de [’exercice 1 pour écrire une
fonction Simpson de parameétres f a, b et n qui retourne la valeur approchée

b—a f( k=n—1 k=n—1 b—a
e < -|- Z f( >+2 ,;) f(a—i—(%—f—k) T)) de lintégrale de la fonc-

tion f sur intervalle [a b]
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Exercices supplémentaires

Exercice 7. FEcrire sous forme d’algom'thme une fonction pointmilieu de paramétres f, a, b et n
k n—1

b—
Z ! ( + k) _a) de l'intégrale de la fonction f sur
n

Uintervalle [a;b] sans utiliser de vamable de type liste ou tableau.

qui retourne la valeur approchée

Exercice 8. Montrer que la méthode de Simpson est exacte pour les fonctions polynomiales de degré
inférieur ou égal a 3.
Exercice 9. méthode de Gauss

1. Montrer que si g est une fonction polynomiale de degré 3 alors

/abgm do =20 (g (Lot Latb) + g (Lrba+ L5)).

2. En déduire que la méthode de Gauss conduit a la valeur approchée
k n—1

Z f <a+ ( 2[ ) b_Ta)—i—f <a—|— ( + {fl) b; ) de l'intégrale de la fonction

f sur mtervalle [a; b)].

3. Utiliser les fonctions subdivision, image et somme de l'exercice 1 pour écrire une fonction

Gauss de parameétres f, a, b et n qui retourne la valeur approchée
k=n—1
b

2—na ,;) f (a + (k + \f\/_gl) b;_a) +f (a + ( \/:/+_1) ; > de l'intégrale de la fonction

| sur Vintervalle [a; b].
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Réponses

Fonction: subdivision(a, b, n)
Action: Création du tableau des valeurs a + k;b_Ta pour k € [0;n — 1]
Début

T t%bleau de taille n

0+ =2
n
1) Pour k allant de 0 & n — 1 faire
| g +—a+kd

FinPour

Renvoyer x
Fin

Fonction: image(f, )
Action: Création du tableau des valeurs des images par la fonction f des valeurs du tableau de nombres z
Début

y : tableau de taille longueur(x)

Pour k allant de 0 & longueur(z) — 1 faire

| yk < flzg)

FinPour

Renvoyer y
Fin

Fonction: somme(y)
Action: Calcul de la somme des valeurs du tableau de nombres y
Début

s+ 0

Pour k allant de 0 & longueur(y) — 1 faire

| s<s+uyk

FinPour

Renvoyer s
Fin

Fonction: rectangles(f, a, b,n)
Action: Calcul de la valeur approchée de I'intégrale de la fonction f sur Uintervalle [a; b] par la méthode des rectangles
Début

b—a

‘ Renvoyer somme(image( f, subdivision(a, b, n)))

Fin

n

Fonction: pointmilieu(f,a, b, n)

Action: Calcul de la valeur approchée de I'intégrale de la fonction f sur U'intervalle [a; b] par la méthode du point milieu
Début

2)

somme(image( f, subdivision(a + l’;—na,b +b=a n)))

‘ Renvoyer 2n

Fin

3) L’aire du trapeze correspondant a Uintervalle [xy; z11] est :

(f(zp) + f(xkgl))(xkﬂ — k) _ bz_na(f(ﬂ%) + f(@r41))

On en déduit la valeur approché de l'intégrale de la fonction f sur I'intervalle [a;d] :

k=n—1 b—a b—a k=n—1
> o )+ far)) = = (f(@o) + flan) +2 3 flax)

k=0 k=1

Fonction: trapezes(f, a,b,n)
Action: Calcul de la valeur approchée de I'intégrale de la fonction f sur l'intervalle [a;b] par la méthode des trapezes

Début
b—a (f(b) ~ f(a)
n 2

4)

‘ Renvoyer + somme(image( f, subdivision(a, b, n))))

Fin
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5) Par linéarité, il suffit de vérifier la formule pour les fonctions gy : = +— 1, g1 : = — = et
go : x> T2
On en déduit la valeur approché de U'intégrale de la fonction f sur l'intervalle [a;b] :

k=n—1

Z Thid Tk (f(mk) A f (T 4 f($k+1)) =

k=0
b—a
6n

f(@o) + f(zn) +2 flag) +4 ) (R

Fonction: Simpson(f,a,b,n)
Action: Calcul de la valeur approchée de I'intégrale de la fonction f sur l'intervalle [a;b] par la méthode de Simpson
Début
u  somme(image(f, subdivision(a, b n)))
6) v somme(lmage(f, subdivision(a + & 55 b + b —,n)))

¢ (LO@ )

Renvoyer —_— 5

Fin

Fonction: pointmilieu(f, a,b, n)
Action: Calcul de la valeur approchée de I'intégrale de la fonction f sur U'intervalle [a; b] par la méthode du point milieu

Début
5 ba
T4 a+ g
s+ 0

7) Pour £ allant de 0 a n — 1 faire
‘ s+ s+ f(x)
T x4+
FinPour
Renvoyer — as
n
Fin

6 2
pour les fonctions gg: x + 1, g1 : & — @, go : & +— x2 et g3 : x > 23,

NS - b b—a a+b
8) Par linéarité, il suffit de vérifier la formule g(z) dz = gla)+4g | —— | +9(b)

9) e Par linéarité, il suffit de vérifier la formule pour les fonctions gy :  — 1, g1 : = — =z,

gg:xszetggcxHxB’.
k=n—1

e On simplifie ,;) xk+12_ il (f (\g_j—lx =+ \g_\/—lka) =+ f( 2\/— Loy + \g_j—lka))

Fonction: Gauss(f,a,b,n)
Action: Calcul de la valeur approchée de 'intégrale de la fonction f sur lintervalle [a; ] par la méthode de Gauss

Début
u < somme(image( f, subdivision(a + \[fl ba p 4 \gfl &,n)))
[ ]
v < somme(image( f, subdivision(a + ‘é_j_l bn b+ ‘/_j_l bn ,n)))
Renvoyer — a (u+v)
Fin
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