PTSI - Cours d’informatique

X. Résolution approchée d'une équation différentielle

1 Méthode d’Euler

1.1 Méthode d’Euler pour une équation différentielle du premier ordre

Définition 1. La méthode d’Euler d’approximation de la solution y d’une équation différentielle

d’ordre 1 de la variable t avec condition initiale y(ty) = yo consiste a construire des approrimations

successives (Yo: Yo), (Y13 91), (W23 95), - - -, (Yn; y,) des valeurs du couple (y;y') auz points to, t1,ta, ..., ty,
selon le schéma suivant :

e On écrit l’équation différentielle au point ty, on remplace y(tx) par la valeur approchée yy et

Yy (t) par la valeur approchée yj. puis on en déduit une expression de y, en fonction de tj, et yj.

e On pose Ypi1 = Y + (trt1 — th)Yp-

/
ty =
Exercice 1. On considére l’équation différentielle { Y ;(t‘q; (1) .
0 p—

1. Expliciter le schéma d’Euler d’approximation de la solution de cette équation différentielle.

2. Ecrire une fonction euler_gaussienne de paramétre t qui retourne le tableau des valeurs ap-
prochées yy auz points ty pour k € [0;longueur(t) — 1].

= Yy

. o . s . y = —x
Exercice 2. On considére le systeme différentiel .

x(to) = 0

ylto) = 1

1. Expliciter le schéma d’Euler d’approximation de la solution de cette équation différentielle.

2. Ecrire une fonction euler_circulaire de paramétre t qui retourne le tableau des valeurs appro-
chées xy, ainsi que le tableau des valeurs approchées yi auz points ty, pour k € [0;longueur(t)—1].

Exercice 3.

1. Ecrire une équation différentielle linéaire d’ordre 1 avec condition initiale en t = 0 admettant
pour solution la fonction exponentielle.

2. Ezxpliciter le schéma d’Euler d’approximation de la solution de cette équation différentielle.

3. Ecrire une fonction euler_exponentielle de paramétre n qui retourne le tableau des valeurs
approchées y aux points t, = % pour k € [0;n].
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1.2 Meéthode d’Euler pour une équation différentielle du second ordre

Définition 2. La méthode d’Euler d’approzimation de la solution y d’une équation différentielle

d’ordre 2 de la variable t avec condition initiale (y(to) = yo;y'(to) = yy) consiste & construire
des approximations successives (Yo; 0 vo)s (Y v vy (Y23 ¥5; Y5, - oy (Yns yis yhr) des valeurs du tri-
plet (y;y'5y") auzx points to,t1,ta, ..., t, selon le schéma suivant :

e On écrit I'équation différentielle au point ty, on remplace y(tx) par la valeur approchée yi, y'(ty)
par la valeur approchée y;. et y" (ty,) par la valeur approchée y; puis on en déduit une expression
de y;. en fonction de ty, yi et yj.

e On pose Yri1 = Y + (trt1 — th)Yp-

o On pose yj 1 = yp + (tks1 — Lr)yj,-

y'+ty' +y = 0

Exercice 4. On considére l’équation différentielle y(to) = 1.
/

y'(to) = 0

1. Expliciter le schéma d’Euler d’approximation de la solution de cette équation différentielle.
2. Ecrire une fonction euler_gaussienne de paramétre t qui retourne le tableau des valeurs ap-
prochées yy auz points ty pour k € [0;longueur(t) — 1].
Exercice 5.

1. Ecrire une équation différentielle linéaire d’ordre 2 avec condition initiale en t = 0 admettant
pour solution la fonction sinus.

2. Ezxpliciter le schéma d’Euler d’approximation de la solution de cette équation différentielle.

3. Ecrire une fonction euler_sinus de parametre n qui retourne le tableau des valeurs approchées
Y auzr points t, = % pour k € [0;n]

2 Meéthodes de Runge-Kutta

Définition 3. Les méthodes de Runge-Kutta d’approrimation de la solution y d’une équation dif-
férentielle d’ordre 1 de la variable t avec condition initiale y(tg) = yo consistent a construire des
approximations Successives Yi, Yo, .- .,Yn des valeurs de y auzr points ti,ts,...,t, au moyen d’une

bt
relation de récurrence obtenue par calcul approché de lintégrale / y' () dt = y(tpr1) — y(te).

173

Remarque 1. La méthode d’Euler est une méthode de Runge-Kutta basée sur la méthode des rec-
tangles.

/
ty =
Exercice 6. On considére l'équation différentielle { Y ;(t‘q; (1) .
0 p—
1. Montrer que la méthode de Runge-Kutta basée sur la méthode du point milieu conduit a [’ap-

proximation yrir1 = Yr + (tks1 — tk)y/;;+l avec yllﬁ—l une valeur approchée de 1 (%)
2 2

ttt :
%) en fonction

2. Utiliser le schéma d’Euler pour exprimer une valeur approchée y, 1 dey (
2
de ty, tx+1 et yg puis une valeur approchée yl’ngl de 3/ (%) en fonction de tg, tp1 el y, 1.
2 2

3. Ecrire une fonction runge_gaussienne de paramétre t qui retourne le tableau des valeurs ap-
prochées yy auz points ty pour k € [0;longueur(t) — 1].
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Exercices supplémentaires

Exercice 7. La méthode d’Euler implicite d’approximation de la solution y d’une équation différen-
tielle d’ordre 1 de la variable t avec condition initiale y(to) = yo consiste a construire des approrima-
tions successives yi,Ya, ..., Yn des valeurs de y aux points ti,to, ..., t, selon le schéma suivant :

e On écrit I'équation différentielle au point ty11, on remplace y(tx+1) par la valeur approchée yyiq
et y'(tx+1) par la valeur approchée y,’Hl puis on en déduit une expression de y,’Hl en fonction
de tgy1 et Yyt

e On pose Yri1 = Yk + (trt1 — th)Ypy1-

o On en déduit une expression de Y11 en fonction ty, tpi1 et yi.

y +ty
y(to)

Ezxpliciter le schéma d’Euler implicite d’approximation de la solution de I’équation différentielle {

I .2
Exercice 8. On considére l’équation diﬁérentielle{ y y(%) B (1) .

1. Expliciter le schéma d’Euler d’approximation de la solution de cette équation différentielle.
2. Ecrire une fonction euler_tangente de parameétre n qui retourne le tableau des valeurs appro-
chées yi, aux points t, = —1 + % pour k € [0;2n]
Exercice 9.

1. Ecrire une équation différentielle linéaire d’ordre 2 avec condition initiale en t = 0 admettant
pour solution la fonction cosinus.

2. Ezxpliciter le schéma d’Euler d’approximation de la solution de cette équation différentielle.

3. Ecrire une fonction euler_cosinus de parameétre n qui retourne le tableau des valeurs approchées
Y auzr points t, = % pour k € [0;n]

/ _
Exercice 10. On considére [’équation différentielle { y ;(_ttz; B (1) .
0 =
1. Montrer que la méthode de Runge-Kutta basée sur la méthode des trapézes conduit a ’approzi-

Y + Ve

mation Yr+1 = Yk + (tr1 — tx) avec y/;;:l une valeur approchée temporaire de y' (tgy1).

2. Utiliser le schéma d’Euler pour exprimer une valeur approchée temporaire yp1 de y(tx+1) en
fonction de ty, tii1, yi ety puis une valeur approchée temporaire y;€+1 de y'(ti+1) en fonction
de ty, tr1 et Yrr1-

3. Ecrire une fonction heun_gaussienne de paramétre t qui retourne le tableau des valeurs ap-
prochées yy auz points ty pour k € [0;longueur(t) — 1].
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Réponses

yo = 1
1) e Y, = —teYk
Ykt1 = Yk + (b1 — o)y

Fonction: euler_gaussienne(t)
Action: Approximation de la fonction gaussienne par la méthode d’Euler aux points ty,
Début
y : tableau de taille longueur(t)
yo <1
° Pour k allant de 1 a longueur(t) — 1 faire
U= —lp_1Yk—1
Y < Yr—1 + (te — th—1)u

FinPour
Renvoyer y
Fin
( Trog = 0
Yo = 1
/
€T =
Yyp = —Tk
/
Tpr1 = xp+ (tge1 — tk)xk
/
Yot = Yrt (tepr — ey
Fonction: euler_circulaire(t)
Action: Approximation des fonctions circulaires par la méthode d’Euler aux points tj,
Début
z : tableau de taille longueur(t)
y : tableau de taille longueur(t)
To < 0
Yo < 1
° Pour k allant de 1 a longueur(t) — 1 faire
U Yp—1
V4 —Tp—1
Tp 1+ (e — tg—1)u
Yk + Ye—1 + (b — te—1)v
FinPour
Renvoyer z,y
Fin
y =y
3) e {
y(0) = 1
vo = 1
/ —
d Ye = Yk
/
Ukl = Ykt (teer — )y,
Fonction: euler_exponentielle(n)
Action: Approximation de la fonction exponentielle par la méthode d’Euler aux points % pour k € [0;n]
Début
y : tableau de taille n + 1
Yo < 1
° Pour £ allant de 1 a n faire
U <= Yg—1 L
Yk < Y—1 T ;U
FinPour
Renvoyer y
Fin
vo = 1
/
v = 0
"o /
4) Y = Yk — kY
/
Ukl = Ykt (teer — )y,
/ _ / "
Yer1r = YT (Cerr — te)yy,
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X. Résolution approchée d’une équation différentielle

Fonction: euler_gaussienne(t)
Action: Approximation de la fonction gaussienne par la méthode d’Euler aux points g
Début
y : tableau de taille longueur(t)
yo 1
u <0
° Pour k allant de 1 a longueur(t) — 1 faire
VA= —Yp—1 — tk—1u
Yk + Ye—1 + (b — te—1)u
u+u+ (b —tp_1)v
FinPour
Renvoyer y

Fin
y//+y — 0
5) e y(0) = 0
y'(0) =1
Yy = 0
yo = 1
. Y = Uk
Ukt1 = Yk + (e — tr)yp
Yer1r = Ypt+ (et —te)yy

Fonction: euler_sinus(n)
Action: Approximation de la fonction sinus par la méthode d’Euler aux points % pour k € [0;n]
Début
y : tableau de taille n + 1
Yo 0
u <1
° Pour k allant de 1 & n faire
U —Yk-1
Yk < Y—1 T %u
uU<—u+ %v
FinPour
Renvoyer y

Fin

6) e La méthode du point milieu conduit a ’approximation :

K by 4 trp1
y(trer) —y(ts) = / y' () dt ~ (tpgr — te)y' (TJF)
tg
([ yw =0
Y, = _tkyli .
R
/ _ tpttpga
Yerl = T2 Yk
Ukt = Ykt (err — )Y, o
2

Fonction: runge_gaussienne(t)
Action: Approximation de la fonction gaussienne par la méthode de Runge aux points ¢,
Début
y : tableau de taille longueur(t)
yo <1
Pour k allant de 1 a longueur(t) — 1 faire
U —lp—1Yk-1

tp—tr—1
V= Yp—1+ —5 U

w 4— fit’“’;rt’“v

Yk Yk—1 + (tp — tk—1)w
FinPour
Renvoyer y

Fin

Yo = 1
Yk+1 14+ (tg41—tr) et
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Yo = 1
8) e y;g = 1+ y,%
Ykt1 = Uk + (1 — o)y

X. Résolution approchée d’une équation différentielle

Fonction: euler_tangente(n)

Début
y : tableau de taille 2n + 1

yn <0
Pour k allant de 1 & n faire
‘ u<+— 14+ yi+k—1
Yntk < Yntk—1 T %u
FinPour
Pour k allant de 1 & n faire
‘ u<+— 14+ yi—k-&-l
Yn—k < Yn—k+1 — %u
FinPour
Renvoyer y

Action: Approximation de la fonction tangente par la méthode d’Euler aux points —1 + % pour k € [0;2n]

I
O =

yo = 1

yo = 0

—Yk

Y + (L1 — th) Yy
= Y+ (ter1 — )Yy

Yk+1
/
Yk+1

Fonction: euler_cosinus(n)

Début
y : tableau de taille n + 1
yo <1
u <0
° Pour k allant de 1 & n faire
U4 —Yg—1
Yk < Y—1 T %u
U< u -+ %v
FinPour
Renvoyer y

Fin

Action: Approximation de la fonction cosinus par la méthode d’Euler aux points % pour k € [0;n]

10) e La méthode des trapezes conduit a 'approximation :

Y (te) + v (try1)

2

bt
/
i) — vl = [y Od = (b - 1)
23
yo = 0
/
Y = —lYk
— /
o ! Ukt1 = UYrt (thg1 — tr)y),
] —
Yit1 ~tht1Yk+1 -
Y5 tYhiq
Ykt1 = Ykt (te1 — te) 5
Fonction: heun_gaussienne(t)
Début
y : tableau de taille longueur(t)
yo <1
Pour k allant de 1 a longueur(t) — 1 faire
° U= —lp—1Yk—1
VY1t (e — te-1)u
w — —trv
Y < Yp—1 + (b — tp—1) %52
FinPour
Renvoyer y
Fin

Action: Approximation de la fonction gaussienne par la méthode de Heun aux points tg
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