Sujet Gauche

Correction du devoir surveillé de mathématiques n°6

Exercice 1

1. On pose fi = uv avec u(x) = 22 — 5 et v(z) = cosx. Les fonctions u et v sont définies et
dérivables sur R avec u/(x) = 2x et v'(x) = —sinz. Donc f; est définie et dérivable sur R avec
fi=vv+u:

fi(z) =2z cosz — (x* — 5)sinz

2. On pose fo = % avec u(x) = 2? + 1 et v(z) = 2z — 5. Les fonctions u et v sont définies et

dérivables sur R avec u/(z) = 2z et v/(z) = 2. De plus v ne s’annule pas si on se restreint &
R —{2}. Donc f; est définie sur R — {3} et dérivable sur | — oo; 2[ et ]3; +oo[ avec f5 = % :
1) 20(2r —5) —2(2% +1) 222 — 102 — 2
X)) = =
2 (2x — 5)2 (2x — 5)2

3. On pose f3 = u(ax + b) avec u(z) = v/ et a =4, b = —3. La fonction u est définie sur R
et dérivable sur RY avec u/(z) = ﬁ Donc f3 est définie sur [2; +o00[ et dérivable sur |3;+o0]
avec fi(x) = au/(azx + b) :

4 2

fa(w) = 2Ar —3 iz —3

4. On pose fi = L avec u(z) = z — 4. La fonction u est définie et dérivable sur R avec u/(z) = 2z.
De plus u ne s’annule pas si on se restreint & R — {—2;2}. Donc f4 est définie sur R — {—2;2}

et dérivable sur | — oo; =2, | — 2;2[ et ]2;4-00[ avec fj = =3 :
—2z
!
f4($) = (:CQ IR 4)2

Exercice 2
1. La fonction f est une fonction polynoéme donc elle est définie et dérivable sur R et :
fl(z) =2x32% —3x 22 —12=06(z* — 2 —2)

2. Le trinome 22 — x — 2 se factorise sous la forme (z 4 1)(z — 2) donc f’ s’annule pour les racines

—1 et 2, est négative sur | — 1;2[ et positive sur | — co; —1[ U ]2; 4-00].

3. Le tableau de variations de la fonction f est donc :

T —00 -1 2 +o00
f(x) + 0 - 0 +
12
f(@) / N /
—15
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Exercice 3

1. On pose g = ¥ avec u(z) = v+ 2 et v(z) = x + 1. Les fonctions u et v sont définies et dérivables
sur R avec v/(x) = 1 et v'(x) = 1. De plus v ne s’annule pas si on se restreint & R — {—1}. Donc
g est définie sur R — {—1} et dérivable sur | — co; —1[ et | — 1; +00[ avec ¢’ = % :
r+1)—(r+2 -1
PRNCES RIS N
(x+1) (x+1)
La fonction ¢’ est négative, le tableau de variations de la fonction g est donc :
T ‘ —00 -1 +00
g(z) | NN
2. (a) Ona x4 =0 donc ya = g(0) = 2. De plus I'équation de la tangente T4 & la courbe C; en

A est :
y=g(xa)+ ¢ (@a)(x—xa)=g0)+g0)(x—-0)=2-1(z—-0)=—x+2

(b) On a yp =0 donc g(xp) = 0 et xp = —2. De plus 'équation de la tangente Tz & la courbe
Cy en B est :

y=g(zp)+d(zp)(x—25) =9(-2)+4(-2)(x+2) =0- Lz +2) = —z 2

(c) La courbe représentative C, de la fonction g dans un repere orthonormé est :

cecccccccccccefeccctbteccctecccccefacccccccccaa

Exercice 4 (Inégalité de Bernoulli)

1. (a) La fonction f est une fonction polynéme donc elle est définie et dérivable sur R et a fortiori
sur l'intervalle [0; +oo[. De plus f(z) = u(ax + b) avec u(x) = 2" et a = 1, b = 1 donc
f(x) = av'(azx +b) :
f'(w) = n(1+2)"

(b) La fonction f est positive sur Uintervalle [0; +oo] donc la fonction f est croissante sur
I'intervalle [0; +o0].

(c) On en déduit que pour tout x >0 ona f(z) > f(0) soit (14 x)" > 1.
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2. (a) La fonction g est une fonction polynéme donc elle est définie et dérivable sur R et a fortiori
sur I'intervalle [0; +oco[. De plus g(z) = f(xz) — 1 — nx donc ¢'(z) = f'(z) — n :

g (x)=n(l+ x)"fl —n=n((1+ :c)"fl -1)

(b) D’apres la question 1.c, on sait que (14z)" > 1 pour z > 0. Ce résultat étant vrai pour tout
entier n, on a donc (1+z)"~! > 1 pour = > 0. Par conséquent ¢'(x) > 0 pour z € [0; +0o0],
la fonction g est croissante sur l'intervalle [0; +o00].

(c) On en déduit que pour tout z > 0 on a g(x) > ¢(0) soit (1 +z)" —1 —nx > 0 et
finalement :

1+2)">214nx

Exercice 5 (Construction géométrique d’une tangente & une parabole)

1. La figure est :

) N
2. L’équation réduite de la tangente a la parabole en M est :
y = f(z0) + f'(x0)(z — x0) = axd + 2azxo(z — x0) = 2axox — ax’

Le coefficient directeur de cette tangente est 2ax( et son ordonnée a 'origine —am%.

3. Les coordonnées du point P sont P(0;yo) soit P(0,ax3) et d’apres la question précédente, les
coordonnées du point N sont N (0; —awg). Le point O est donc le milieu du segment [N P].

4. Pour construire la tangente en un point quelconque My d’une parabole, il suffit de tracer la
droite passant par le point My et par le symétrique du point P par rapport au point O.
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