
Sup Tsi - Cours de mathématiques

XIV. Intégration

1 Intégrale d’une fonction en escalier

Définition 1. On dit qu’une fonction ϕ P Fpra; bs,Rq avec a ‰ b est une fonction en escalier sur ra; bs
s’il existe n P N

˚ et des réels x0, x1, . . . , xn tels que a “ x0 ă x1 ă ¨ ¨ ¨ ă xn “ b et ϕ constante sur sxk;xk`1r
pour tout k P J0;n´ 1K.
La famille pxkq0ďkďn est appelée une subdivision adaptée à la fonction ϕ, on note Epra; bs,Rq l’ensemble

des fonctions en escalier sur ra; bs.

x0 x1 x2 x3 x4

Remarque 1. Une fonction en escalier n’est pas nécessairement continue à gauche ou à droite en xk.

Exercice 1. Montrer que la fonction partie entière est une fonction en escalier sur l’intervalle r´2; 2s.

Propriété 1. Epra; bs,Rq est un sous-espace vectoriel de Fpra; bs,Rq.

Démonstration. Exigible - On construit une subdivision adaptée aux deux fonctions considérées.

Définition 2. On considère ϕ P Epra; bs,Rq avec pxkq0ďkďn une subdivision de ϕ et ϕpxq “ yk pour tout

x Psxk;xk`1r.

On appelle intégrale de la fonction ϕ sur l’intervalle ra; bs,

ż

ra;bs
ϕ “

k“n´1
ÿ

k“0

pxk`1 ´ xkqyk.

Remarque 2. L’intégrale d’une fonction en escalier correspond à la somme des aires algébriques des

« marches ».

Remarque 3. L’intégrale d’une fonction en escalier est indépendante de la subdivision considérée.

Propriété 2. Croissance de l’intégrale

On considère ϕ,ψ P Epra; bs,Rq, si ϕ ď ψ sur ra; bs, alors

ż

ra;bs
ϕ ď

ż

ra;bs
ψ.

Démonstration. Exigible - On considère une subdivision adaptée à ϕ et ψ.

Remarque 4. On en déduit que l’intégrale d’une fonction en escalier positive est positive.
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Propriété 3. Inégalité triangulaire

On considère ϕ P Epra; bs,Rq, alors

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

ra;bs
ϕ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď

ż

ra;bs
|ϕ|.

Démonstration. Exigible - On remarque que ϕ ď |ϕ|.

Propriété 4. Linéarité de l’intégrale

On considère ϕ,ψ P Epra; bs,Rq et λ, µ P R, alors

ż

ra;bs
λϕ ` µψ “ λ

ż

ra;bs
ϕ ` µ

ż

ra;bs
ψ.

Démonstration. Exigible - On considère une subdivision adaptée à ϕ et ψ.

Propriété 5. Relation de Chasles

On considère ϕ P Epra; cs,Rq et b Psa; cr, alors ϕ est en escalier sur ra; bs et rb; cs et

ż

ra;cs
ϕ “

ż

ra;bs
ϕ`

ż

rb;cs
ϕ.

Démonstration. Exigible - On construit une subdivision adaptée.

2 Intégrale d’une fonction continue par morceaux

Définition 3. On dit qu’une fonction f P Fpra; bs,Rq avec a ‰ b est une fonction continue par mor-

ceaux sur ra; bs s’il existe n P N
˚ et des réels x0, x1, . . . , xn tels que a “ x0 ă x1 ă ¨ ¨ ¨ ă xn “ b

et f continue sur sxk;xk`1r et prolongeable par continuité à droite en xk et à gauche en xk`1 pour tout

k P J0;n ´ 1K.
La famille pxkq0ďkďn est appelée une subdivision adaptée à la fonction f , on note Cmpra; bs,Rq l’ensemble

des fonctions continues par morceaux sur ra; bs.

x0 x1 x2 x3 x4

Exercice 2. Représenter graphiquement la fonction f : r´1; 1s Ñ R

x ÞÑ

$

&

%

x` 1 si x ă 0
0 si x “ 0

x2 ´ 1 si x ą 0

et montrer

qu’elle est continue par morceaux.

Propriété 6. Cmpra; bs,Rq est un sous-espace vectoriel de Fpra; bs,Rq.

Démonstration. Exigible - On construit une subdivision adaptée aux deux fonctions considérées.

Propriété 7. On considère f P Cmpra; bs,Rq alors pour tout ǫ ą 0 il existe ϕ,ψ P Epra; bs,Rq telles que

ϕ ď f ď ψ et ψ ´ ϕ ď ǫ sur ra; bs.

Démonstration. Hors-programme.

Exercice 3. On considère la fonction f de l’exercice 2, déterminer deux fonctions ϕ et ψ vérifiant les

conditions de la propriété 7 pour ǫ “ 1.
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Propriété 8. On considère une fonction f P Cmpra; bs,Rq alors

#

ż

ra;bs
ϕ { ϕ P Epra; bs,Rq et ϕ ď f

+

et

#

ż

ra;bs
ψ { ψ P Epra; bs,Rq et f ď ψ

+

admettent respectivement une borne supérieure et une borne inférieure

égales, on appelle ce nombre intégrale de la fonction f sur l’intervalle ra; bs notée

ż

ra;bs
f .

Démonstration. Hors-programme - On utilise le fait que f est bornée.

On admet que l’intégrale d’une fonction continue par morceaux est également croissante et
linéaire et qu’elle vérifie l’inégalité triangulaire ainsi que la relation de Chasles.

Propriété 9. Inégalité de la moyenne

On considère f, g P Cmpra; bs,Rq alors

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

ra;bs
f

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď pb´ aq sup
ra;bs

|f | et

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

ra;bs
fg

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď sup
ra;bs

|f |

ż

ra;bs
|g| .

Démonstration. Exigible - On utilise l’inégalité triangulaire et la croissance de l’intégrale.

Définition 4. On appelle valeur moyenne d’une fonction f P Cmpra; bs,Rq le nombre réel
1

b´ a

ż

ra;bs
f .

Exercice 4. Montrer que
1

b´ a

ż

ra;bs
f P r inf

ra;bs
f ; sup

ra;bs
f s.

Exercice 5. Déterminer la valeur moyenne de la fonction carré sur l’intervalle r0; 1s.

Propriété 10. Une fonction f P Cpra; bs,Rq positive est nulle si et seulement si son intégrale sur l’intervalle

ra; bs est nulle.

Démonstration. Exigible - On procède par l’absurde en montrant par continuité de f que si fpcq ‰ 0 alors
il existe un intervalle sc ´ δ; c ` δr sur lequel f ě 1

2
fpcq.

Contre-exemple 1. Donner un exemple de fonction continue par morceaux positive non nulle dont l’inté-

grale est nulle.

On peut également définir la notion de fonction à valeurs complexes continue par morceaux, l’intégrale
d’une fonction continue par morceaux à valeurs complexes ne se définit plus en termes d’aires mais par la

formule

ż

ra;bs
f “

ż

ra;bs
Ref`i

ż

ra;bs
Imf , elle vérifie la propriété de linéarité ainsi que la relation de Chasles.

Exercice 6. On considère une fonction f P CmpI,Cq et on pose g “ Ref

ż

I

Ref ` Imf

ż

I

Imf .

1. Montrer que

ż

I

g “

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

I

f

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

2

2. Montrer que g ď

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

I

f

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

|f |. (on pourra utiliser l’inégalité Repzq ď |z| pour z P C)

3. En déduire que

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

I

f

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď

ż

I

|f |.

Exercice 7. Montrer que l’intégrale d’une fonction continue par morceaux à valeurs complexes vérifie

l’inégalité de la moyenne.
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3 Primitives et intégrale d’une fonction continue

Définition 5. On considère une fonction f P FpI,Rq, une fonction F P DpI,Rq telle que F 1 “ f est appelée

une primitive de la fonction f sur l’intervalle I.

Exercice 8. Montrer que la fonction f : R Ñ R

x ÞÑ

"

1 si x “ 0
0 si x ‰ 0

n’admet pas de primitive sur R.

Propriété 11. Si F1 et F2 sont deux primitives d’une fonction f P FpI,Rq alors il existe un réel k tel que

F2 “ F1 ` k.

Démonstration. Exigible - On applique l’égalité des accroissements finis à la fonction F2 ´ F1.

Définition 6. On considère f P CmpI,Rq alors pour tous a, b P I on note :

ż b

a

fptqdt “

$

’

’

’

’

&

’

’

’

’

%

0 si a “ b
ż

ra;bs
f si a ă b

´

ż

rb;as
f si a ą b

Remarque 5.

ż a

b

fptqdt “ ´

ż b

a

fptqdt.

Propriété 12. Relation de Chasles

On considère f P CmpI,Rq alors pour tous a, b, c P I on a

ż b

a

fptqdt`

ż c

b

fptqdt “

ż c

a

fptqdt .

Démonstration. Exigible.

Remarque 6. La croissance de l’intégrale n’est plus vérifiée lorsque les bornes ne sont pas dans le bon

ordre.

Théorème 1. Théorème fondamental de l’analyse

On considère une fonction f P CpI,Rq et x0, a, b P I :

‚ La fonction F : x ÞÑ

ż x

x0

fptqdt est une primitive de f sur I s’annulant en x0.

‚ Si F est une primitive de f sur I alors

ż b

a

fptqdt “ rF ptqst“b
t“a “ F pbq ´ F paq.

Démonstration. Exigible - On utilise le taux d’accroissement et l’inégalité de la moyenne.

Exercice 9. Calculer l’aire du domaine plan délimité par l’axe des abscisses, la courbe représentative de la

fonction inverse ainsi que les droites d’équation x “ 1 et x “ 2.

Corollaire 1. Si f P C1pI,Rq et a, b P I alors

ż b

a

f 1ptqdt “ fpbq ´ fpaq.

Démonstration. Exigible.
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Propriété 13. Intégration par parties

Si u, v P C1pI,Rq et a, b P I alors

ż b

a

u1ptqvptqdt “ ruptqvptqst“b
t“a ´

ż b

a

uptqv1ptqdt.

Démonstration. Exigible.

Exercice 10. Calculer

ż π

2

0

t sin t dt.

Exercice 11. Déterminer une primitive de la fonction x ÞÑ xex sur R.

Propriété 14. Changement de variable

Si f P CpI,Rq, ϕ P C1pJ,Rq et
a, b P J

ϕpaq, ϕpbq P I
alors

ż ϕpbq

ϕpaq
fpxqdx “

ż b

a

fpϕptqqϕ1ptqdt.

Démonstration. Exigible - On considère la fonction F ˝ ϕ où F est une primitive de f .

Remarque 7. En pratique, on note x “ ϕptq et dx “ ϕ1ptqdt.

Exercice 12. Calculer

ż 1

´1

a

1 ´ x2 dx puis interpréter graphiquement. (on pourra utiliser le changement de

variable x “ cos t)

Exercice 13. Calculer

ż π

2

0

pcos tq2psin tq3 dt. (on pourra utiliser le changement de variable x “ cos t)

Corollaire 2. On considère f P CpR,Rq et a, b P R :

‚ si f est impaire alors

ż a

´a

fptqdt “ 0.

‚ si f est paire alors

ż a

´a

fptqdt “ 2

ż a

0

fptqdt.

‚ si f est T -périodique alors

ż b`T

a`T

fptqdt “

ż b

a

fptqdt.

Démonstration. Exigible.

Exercice 14. Calculer

ż π

0

pcos tq3 dt. (on pourra utiliser le changement de variable t “ π ´ x)

Exercice 15. On considère f P CpR,Rq T -périodique avec a P R, montrer que

ż a`T

a

fptqdt “

ż T

0

fptqdt.

(on pourra utiliser la relation de Chasles)

4 Développements limités

4.1 Formules de Taylor

Propriété 15. Formule de Taylor-Lagrange avec reste intégral

On considère f P Cn`1pI,Rq et a, b P I alors :

fpbq “
k“n
ÿ

k“0

f pkqpaq

k!
pb ´ aqk `

ż b

a

f pn`1qptq

n!
pb ´ tqndt

Démonstration. Exigible - On procède par récurrence et on utilise une intégration par parties.
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Corollaire 3. Inégalité de Taylor-Lagrange

On considère f P Cn`1pI,Rq et a, b P I alors :

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

fpbq ´
k“n
ÿ

k“0

f pkqpaq

k!
pb´ aqk

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď
|b´ a|n`1

pn` 1q!
sup

r
ò

a;bs

|f pn`1q|

Démonstration. Exigible.

Exercice 16. Montrer que pour tout x P R,

k“n
ÿ

k“0

xk

k!
ÝÝÝÝÑ
nÑ`8

ex.

Corollaire 4. Formule de Taylor-Young

On considère f P Cn`1pI,Rq et a, x P I alors :

fpxq “
a

k“n
ÿ

k“0

f pkqpaq

k!
px´ aqk ` oppx ´ aqnq

Démonstration. Exigible.

Exercice 17. Étudier la limite en zéro de la fonction x ÞÑ
1 ´ cos x

x2
.

En fait, on peut énoncer une version plus forte de la propriété :

Propriété 16. Formule de Taylor-Young

On considère f P CnpI,Rq et a, x P I alors :

fpxq “
a

k“n
ÿ

k“0

f pkqpaq

k!
px ´ aqk ` oppx ´ aqnq

Démonstration. Exigible - Pour l’hérédité, on applique la formule à la fonction f 1 puis on intègre.

Propriété 17. Développements limités usuels

ex “
0

1 ` x`
x2

2
`
x3

6
` ¨ ¨ ¨ `

xn

n!
` opxnq

chx “
0

1 `
x2

2
`
x4

24
` ¨ ¨ ¨ `

x2n

p2nq!
` opx2n`1q

shx “
0

x `
x3

6
`

x5

120
` ¨ ¨ ¨ `

x2n`1

p2n ` 1q!
` opx2n`2q

cos x “
0

1 ´
x2

2
`
x4

24
` ¨ ¨ ¨ ` p´1qn

x2n

p2nq!
` opx2n`1q

sinx “
0

x ´
x3

6
`

x5

120
` ¨ ¨ ¨ ` p´1qn

x2n`1

p2n ` 1q!
` opx2n`2q

p1 ` xqα “
0

1 ` αx ` αpα´1q
2

x2 ` αpα´1qpα´2q
6

x3 ` ¨ ¨ ¨ ` αpα´1qpα´2q...pα´n`1q
n!

xn ` opxnq

Démonstration. Exigible.
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4.2 Opérations sur les développements limités

Définition 7. On dit qu’une fonction f à valeurs réelles définie au voisinage de a admet un développe-

ment limité d’ordre n P N en a si fpxq “
a
c0 ` c1px´ aq ` c2px´ aq2 ` ¨ ¨ ¨ ` cnpx´ aqn ` oppx´ aqnq avec

c0, c1, . . . , cn P R.

Propriété 18. Si une fonction f admet un développement limité d’ordre n en a alors celui-ci est unique.

Démonstration. Exigible - On remarque que c0 “ lim
xÑ0
xą0

fpxq, c1 “ lim
xÑ0
xą0

fpxq´c0
x´a

. . .

Exercice 18. Interpréter en termes de limites les coefficients du développement limité d’ordre n en 0 de la

fonction x ÞÑ
1

1 ´ x
.

On peut additionner et multiplier les développements limités :

Exercice 19. Calculer le développement limité d’ordre 4 en 0 des fonctions x ÞÑ cos x`sinx et x ÞÑ ex sinx.

On peut déterminer le développement limité d’une composée :

Exercice 20. Calculer le développement limité d’ordre 3 en 0 des fonctions x ÞÑ esinx et x ÞÑ ecos x.

On peut déterminer le développement limité d’un inverse ou d’un quotient en utilisant le développement

limité de u ÞÑ
1

1 ´ u
en 0 :

Exercice 21. Déterminer le développement limité d’ordre 5 en 0 de la fonction x ÞÑ
1

cos x
, en déduire le

développement limité d’ordre 5 en 0 de la fonction tangente.

Propriété 19. Développement limité d’une primitive

On considère une fonction f définie sur un intervalle I et admettant une primitive F sur I telle que

fpxq “
a
oppx ´ aqnq avec a P I alors F pxq “

a
F paq ` oppx ´ aqn`1q.

Démonstration. Non exigible - On applique l’égalité des accroissements finis à la fonction F .

Exercice 22. Déterminer le développement limité d’ordre n en 0 de la fonction x ÞÑ lnp1 ´ xq.

Contre-exemple 2. On considère la fonction f : R Ñ R

x ÞÑ

#

0 si x “ 0

x3 sin
1

x
si x ‰ 0

.

1. Montrer que fpxq “
0
opx2q.

2. Montrer que f est dérivable sur R.

3. Montrer que f 1pxq ‰
0
opxq.

Si f est dérivable et admet un développement limité d’ordre n en a on ne peut donc pas affirmer que f 1

admet un développement limité d’ordre n ´ 1 en a, en revanche si on sait que f 1 admet un développement
limité d’ordre n´ 1 en a alors on peut l’obtenir par dérivation du développement limité d’ordre n de f en
a d’après la propriété 19.
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