Sup Tsi - Travaux Dirigés de mathématiques

VII. Systemes linéaires - Matrices

Exercice 1

r—2z = 2 o
Ecrire le systeme ¢ =z —y—t = —1 sous forme matricielle AU =V avec U = z
2z -3t = 0
t
Exercice 2
111 1 00
Montrer que les matrices | 0 2 1 Jet | O 1 0 | sont équivalentes en lignes.
0 0 3 0 0 1

Exercice 3

Pour chacune des matrices suivantes, déterminer une matrice échelonnée réduite en lignes qui lui soit
équivalente en lignes :

1 2 3 1 -2 3 —4
2 3 5 7

4 5 6 |; ( ) ; 2 =3 4 -5

78 9 11 13 17 19 3 45 g

Exercice 4

Déterminer en fonction de m € R une matrice échelonnée réduite en lignes qui soit équivalente en lignes

m 1 1
a la matrice 1 m 2
2 2 m

Exercice 5

r + 2y + 3z =0
. . . 4r + Sy + 6z = 0
Déterminer le rang du systeme e o+ Sy 4+ 92 = 0°
10z + 11y + 12z = 0
Exercice 6
mr + y + 2z = 1
Déterminer les valeurs de m € R pour lesquelles le systeme r + y + z = 2 d’inconnues
2r + y + mz = 3
x, y et z est compatible.
Exercice 7
2y + 3z =1
Résoudre le systeme ¢ x + 3z = 2.
z + 2y = 3
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Exercice 8

2 — 3y + =z 1
Résoudre le systeme ¢ —3z + 2y + 2z = 2.
T — 8y + z = 0
Exercice 9
T + Yy + z = 1
Résoudre le systeme vyt 2= ! .
-r + y + z = -1
r + y — z = 1

Exercice 10

r 4+ 2y + 3z + 4t= 1
Résoudre le systeme ¢ bx + 6y + 7z + 8= 1.
9z + 10y + 11z + 12t= 1

Exercice 11

mx + y + 2z =1
Résoudre en fontion de m € R le systeme x + y + z = 2 d’inconnues z, y et z.
22 + y + mz = 3
Exercice 12
1 2 3 4
Montrer que la famille de vecteurs F = w1 ; Uy | 4 ; Us 9 ; us| 16 est géné-
1 8 27 64
ratrice de R3. La famille F est-elle libre ?
Exercice 13
1 -1 -1 !
On considere les matrices A = et B=|( -1 1
1 1 2
-1 2
Calculer AB et BA.
Exercice 14
1 2 3 1
Onpose M= 2 3 1 |J|etV=| 2 |.Déterminer les matrices U telles que MU = V.
3 21 3

Exercice 15

cosf) —sinf

On pose My = < sin 0 cos 0

feRetneN.

) pour § € R. Calculer M, Mgz pour o, 5 € R, en déduire (Mp)" pour
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Exercice 16

1 2 3
On considere la matrice M = | 0 1 2 |, calculer M" pour n € N en utilisant la formule du binéme
0 0 1

de Newton. (On pourra décomposer M sous la forme M = I35 + N)

Exercice 17

1 00
Montrer que la matrice M = | 1 1 0 | est inversible et déterminer son inverse.
1 11
Exercice 18
14+ —1 4
Montrer que la matrice M = i 0 1 | estinversible et déterminer son inverse. (i* = —1)
1
Exercice 19
2 1 1
Onpose M= | 1 2 1 |.Exprimer M? comme combinaison linéaire de M et de I3, en déduire que
11 2

M est inversible et calculer M 1.

Exercice 20

cosxr 0 isinz 0 1 1
On considere les matrices A = 0 1 0 et P = 1 0 0 avec z € R.
isine 0 cosz 01 -1

Calculer B = P~ AP, en déduire A™ pour n € N.

Exercice 21

On consideére la matrice A =

N &~
co Ot N
O O W

Déterminer Ker A et Im A.

Exercice 22

Déterminer le rang de la matrice M =

N
N =
w O =

Exercice 23

Al
Onnote My=1[ 1 X pour A € R. Déterminer le rang de M) en fonction de A.
1 1

> =
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Réponses
1 0 -2 0 2
HA=[1 -1 0 -1 |eaV=|[ -1
0 0 2 -3 0
2) Lg% %Lg, LQ%LQ—Lg, LQ% %LQ’ L1 <—L1—L3 et L1 <—L1—L2.

VII. Systemes linéaires - Matrices

1 0 -1 34 1 0 -1 2
3) [ o1 2 ;((1)(1)_3_5); 01 —2 3
00 O 7 00 00
110 100 1o -2 100
4) 0 0 1 pour m = 1, 011 pour m = 2, 0 1 —2 pour m = —3, 011
0 00 000 00 O 000
pour m # 1, m # 2 et m # —3.
5) Le rang du systéme est 2.
6) Le systeme est compatible pour m # 2.
7) (mz?;y:%;z:()).
8) (r=-%+z;y=-I1+42;2=2).
9) (x=1;y=0; 2=0).
10) (z=—-14+2+4+2t; y=1-22—-3t; z=2z;t=1).
11) (z=142;y=1-2z; z=2)sim=0, (x:m_—_127y:2;z:m>sim7é()etm7é2,pasde
solution pour m = 2.
12) On montre que Uy =401 —6Ua+ 47U 5.
— 2 0 1
13)AB:(_2 6)etBA: 02 3
1 3 5
1
14) U= 0
0
15) Mo Mg = M,g et (Mg)n = M.
1 2n n(2n+1)
16) M»=| 0 1 n
0 0 1
1 00
17y M= -1 10
0 -1 1
1 0 —i
18) M~t=| 144 i 1-2i
— 1 -1
1 3 -1 -1
19) M?2=5M —4l3dou Mt ==z —M)=~-| -1 3 -1
-1 -1 3
1 0 0 cos(nz) 0 isin(nx)
200 B=| 0 e* 0 et A" = 0 1 0
0 0 e™ isin(nz) 0 cos(n)
1 a
21) KerA=<¢z| -2 , 2€K 3 et ImA = b , a,b,ceK/a—2b+c¢c=0
1 c
22) rg M = 2.
23) Le rang de M) vaut 1 si A=1,2si A = —2 et 3 sinon.
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