Sup Tsi - Travaux Dirigés de mathématiques

XIII. Dérivation

Exercice 1

La fonction f: R — R est-elle dérivable sur R ?
N 202 +2+2 si x<l1
2 43c+1 si x>1

Exercice 2

Montrer que la fonction  — 2 In 2 peut se prolonger par continuité en une fonction f définie sur [0; +o0].
La fonction f est-elle dérivable sur [0; +oo[?

Exercice 3

On considere f € D(R,R), montrer que si f est paire alors f’ est impaire et que si f est impaire alors
f! est paire.

Exercice 4

, ) 1+ r-—1 .. 2cosx—1

Etudier lim — puis lim ——— .
z—0 x r—=5 T 3x
x#£0 ot T

Exercice 5

flatm —fla=h) o

Montrer que si une fonction f € F(I,R) est dérivable en a € I alors 5T 2
%

Exercice 6
rf(a) —af(x)

On considére une fonction f € F(I,R) dérivable en a € I, étudier liin —_—.
z—a r—a

Exercice 7

k=n
Calculer Z kek®,
k=0

Exercice 8

2x —2z T —x
et —e e’ —e
Montrer que arctan | ——— | = 2 arctan | ——— | pour tout z € R.
2 et + et
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Exercice 9

1
Montrer que la fonction f: x T est n fois dérivable sur | — 1;1[ et déterminer f((z).
x

eth:z—

En déduire que les fonctions g : z — 1 sont n fois dérivables sur | —1; 1] et déterminer

g™ (z) et h™(z).

72

Exercice 10

Montrer que la fonction z + (22 + 2 + 1)e™* est n fois dérivable sur R et calculer sa dérivée n-ieme.

(on pourra utiliser la formule de Leibniz)

Exercice 11

Montrer que la fonction f: R — R est de classe C! sur R.

N er si <0
z+1 si x>0

Exercice 12

1
Montrer que la fonction = — 22 sin < —> est prolongeable par continuité sur R en une fonction f dérivable
T

sur R. La fonction f est-elle de classe C' sur R ?

Exercice 13

Déterminer les solutions de 1’équation différentielle 3y’ — 2y = 0 définies sur R.

Exercice 14

On consideére une fonction f € D(R,R) périodique, montrer que f’ s’annule une infinité de fois.

Exercice 15

On considere f,g € D([a;b],R) avec ¢’ ne s’annulant pas sur [a;b]. Montrer que g(a) # g(b) et qu’il
existe ¢ €]a; b| tel que J(b) = fla) = :(C)
9(b) —g(a)  g'(c)
(on pourra considérer la fonction h : z — [f(b) — f(a)]g(x) — [g(b) — g(a)]f(x))

Exercice 16

Montrer en utilisant I'inégalité des accroissements finis que z cos z < sinz < z pour tout = € [0; 5.

Exercice 17

x
Montrer en utilisant 1'inégalité des accroissements finis que < In(1l + ) < x pour tout x € R
x

+1
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Exercice 18

On considere I"équation (E) : (z — 1)e* + 2 = 0.
1. Montrer que I'équation (E) admet une unique solution réelle a et I'encadrer par deux entiers consé-
cutifs.
uyg = 0
2. On considere la suite (uy,)nen définie par eln

Upy1 = mpourtoutnEN'

(a) Montrer que la suite (uy)nen converge vers .
1 1
(b) Montrer que |u,+1 — | < Z|un — af pour tout n € N et en déduire que |u, — a| < 7n Pour tout
n € N.

Exercice 19

s . a2
On considere la fonction f: z +— xe ™.

1. Montrer que la suite (u,)nen associée a la fonction f par la méthode de Newton vérifie la relation de
20,

02 1 pour tout n € N,

recurrence Up+1 = 2un2

1
2. Montrer que si ug = i§’ la suite (uy,)nen diverge.

Exercice 20

On considere la fonction f: 2 +— Inx — 1.

1. Montrer que la suite (u,)nen associée a la fonction f par la méthode de Newton vérifie la relation de
récurrence up+1 = Up(2 — Inw,) pour tout n € N.

2. Montrer que si ug €]0;e] alors la suite (u,)nen est croissante majorée par e et en déduire qu’elle
converge vers e.

3. Montrer que si ug €]0; €] alors e — w11 < (€ — up)(1 — Inw,) pour tout n € N.

4. En déduire que si ug € [1;€] alors e — up 11 < (e — uy,)? pour tout n € N.
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Réponses

1)
2)
3)

)
5)
6)

7)

8)

9)
10)
11)
12)
13)
14)
15)
16)

17)
18)

19)

20)

On montre que Ay admet 5 pour limite a gauche et a droite en 0.

f west pas dérivable en 0.

On montre que si f est paire Ay _,(h) = —Ajf,(—h) et que si f est impaire Ay _,(h) = Afo(—h).
1 V3

—et —.
3 3

On utilise un développement limité d’ordre 1 de f en a.

fla) —af'(a).
k=n
On pose f(z) = ,;) ehr = 16_7, la somme cherchée est f/(x) = ne ((fjex))ez re

(on traite séparérﬁent le cas z = 0)

On procede par dérivation en remarquant que les fonctions associées ont méme dérivée et méme valeur
en 0.

fo @) =

Pourn > 2, on a f(")(z) = ( g > (w2+x+1)><(—1)”e—m+< 7; > (2:C+1)><(—1)n_1€_””+< Z )2><

(1) 2e % = (—=1)"[2® + (1 — 2n)x + (n — 1)?]e~® et la formule est valable également pour n = 0 ou
n=1.

!
et g (z) = ujlw, on remarque que h = 3(f + g).

On montre que f est continue en 0, dérivable en 0 avec f'(0) = 1 et que f’ est continue en 0.
Le prolongement par continuité de f est dérivable mais sa dérivée n’est pas continue en 0.
1
Cie 22 si t<0
ft) = 0 si t=0 .
1
Coe 22 si t>0
On utilise le théoreme de Rolle.
On utilise le théoreme de Rolle.
On remarque que sin’(0) = cos(f) € [cosz;1] pour 6 € [0; x].
On remarque que 1%% € [H%m, 1] pour ¢ € [0; z].
1. a€|0;1].
2. (a) On utilise le théoréme de la limite monotone en remarquant que la suite est croissante et
majorée par 1.

(b) On applique l'inégalité des accroissements finis sur l'intervalle [u,;«] & la fonction f: z +—
xr

1
en remarquant que |f'(x)| < 7 pour z € [0;1].

On a Upi1 = Uy — }C/((ZZ)).

et +1

On a u, = ug(—1)".

On a Upi1 = Uy — }C/((ZZ)).

On étudie les variations de la fonction ¢ : x +— (2 — Inz) sur l'intervalle ]0; e].

On applique l'inégalité des accroissements finis & la fonction g sur Uintervalle [u,;€].

Ll

On applique I'inégalité des accroissements finis a la fonction In sur Uintervalle [u,; e].
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