Sup Tsi - Cours de mathématiques

V. Equations différentiellesl

1 Primitive d’une fonction

Définition 1. On appelle primitive d’une fonction f une solution de l’équation différentielle y' = f.

Exercice 1. Déterminer une solution de ’équation différenticlle y'(t) = 2t> — 2t + 5 d’inconnue y de la
variable t.

Remarque 1. On notera parfois abusivement y' = 2t> — 2t + 5 au lieu de 3 (t) = 2t3 — 2t + 5.

Lorsque nous aurons défini la notion de continuité et développé la théorie de 1'intégration, nous
pourrons démontrer le théoréeme suivant :

Théoréeme 1. | Toute fonction f continue admet des primitives, si Fy et Fy sont deux primitives de
la fonction [ alors il existe une constante k € R telle que Fy = F| + k.

1

Exercice 2. Déterminer les primitives sur R de la fonction f définie par f(t) = 2r1

Exercice 3. Déterminer les primitives sur |0; 4+o0[ de la fonction f définie par f(t) = t\/t. (on pourra utiliser

les fonctions puissances)

Exercice 4. Déterminer les primitives sur R de la fonction f définie par f(t) = PR En déduire que la
fonction f admet une unique primitive F' sur R telle que F(1) = 1. Exprimer F(t).

Exercice 5. Dériver la fonction F : t — (a + bt)e'. Montrer qu’il existe des valeurs de a et b telles que
F'(t) = te'. En déduire les primitives sur R de la fonction f définie par f(t) = tet.

Exercice 6. Dériver la fonction F : t — (acost+ bsint)e!. Montrer qu’il existe des valeurs de a et b telles
que F'(t) = (sint)e'. En déduire les primitives sur R de la fonction f définie par f(t) = (sint)el.

www.emmanuelmorand.net 1/10 supTSI1718Maths05



Sup Tsi - Cours de mathématiques V. Equations différentielles

2 Equations linéaires du premier ordre

Rappelons tout d’abord que nous avons défini la fonction exponentielle a partir d’'une équation différen-
tielle du premier ordre :

Définition 2. | L’équation différentielle y' =y avec la condition initiale y(0) = 1 admet une unique
solution sur R, on [’appelle fonction exponentielle et on la note t — exp(t) ou
t €' avec e = exp(1).

La fonction exponentielle va donc jouer un role fondamental dans la résolution des équations différen-
tielles.

2.1 Equations linéaires du premier ordre sans second membre

Théoréme 2. | On considére une fonction a continue sur un intervalle I a valeurs dans R ou C, alors
Iéquation différentielle y' +a(t)y = 0 admet pour solutions les fonctions y définies par
y(t) = e AW og A est une primitive de a sur I et X un nombre réel ou compleze.

Exercice 7. Résoudre les équations différentielles suivantes sur R :
ey —2y=0
oy +(1+it)y=0
o 24+ 1)y +y=0

Propriété 1. On considére une fonction a continue sur un intervalle I a valeurs dans R ou C, alors
l’équation différentielle y' + a(t)y = 0 avec la condition initiale y(ty) = a admet une unique solution.

Exercice 8. Résoudre I’équation différentielle y' — \/ty = 0 sur [0; +o0o[ avec la condition initiale y(1) = e.

Exercice 9. Résoudre l’équation différentielle y' = 0 sur R avec la condition initiale y'(0) = —1.

2.2 Equations linéaires du premier ordre avec second membre

La premiere méthode de résolution appelée méthode de variation de la constante consiste a chercher
une solution de I’équation avec second membre sous une forme modifiée de la solution de ’équation sans
second membre en remplacant la constante multiplicative par une fonction :

Propriété 2. On considére deux fonctions a et b continues sur un intervalle I a valeurs dans R ou C, alors
Véquation différentielle y' + a(t)y = b(t) admet pour solutions les fonctions y définies par y(t) = f(t)e=A®
ol A est une primitive de a et f une primitive de la fonction be?.

Remarque 2. La formule f' = be n'est pas & connaitre, en pratique on procéde de la facon suivante :
e On cherche la solution générale yp de ’équation sans second membre associée.
e On remplace la constante de yg par une fonction f(t) afin d’obtenir la forme de la solution y de
l’équation avec second membre.
e On dérive la forme précédente.
e On remplace y ety dans Uéquation différentielle, on constate que f(t) disparait et on obtient f'(t).
e On en déduit f puisy.

1
Exercice 10. Résoudre l’équation différentielle (E) : y' + TY = t sur lintervalle 10; 400 en utilisant la

méthode de variation de la constante.
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La seconde méthode de résolution appelée méthode de la solution particuliére consiste a chercher
une solution particuliere de I’équation avec second membre ce qui permet ensuite de se ramener a une
équation sans second membre :

Théoréme 3. On considére deuz fonctions a et b continues sur un intervalle I a valeurs dans R ou C, alors
Uéquation différentielle y'+a(t)y = b(t) admet pour solutions les fonctions y définies par y(t) = §(t) + yu(t)
ou 7 est une solution particuliére de l’équation différentielle et yr la solution générale de ’équation diffé-
rentielle sans second membre associée.

1
Exercice 11. On considére l’équation différentielle (E) :y' + V= t sur lintervalle ]0; 4+o0].

e Déterminer une solution particuliére de ’équation différentielle (E) sous la forme §(t) = mt>.
e En déduire les solutions de l’équation différentielle (E).

Propriété 3. On considére deux fonctions a et b continues sur un intervalle I a valeurs dans R ou C, alors
léquation différentielle y' + a(t)y = b(t) avec la condition initiale y(tg) = o admet une unique solution.

Exercice 12. On considére [’équation différentielle (E) :y' +y = €' sur lintervalle |0; +oc|.
o Déterminer une solution particuliére de I’équation différentielle (E) sous la forme §(t) = me’.
e [En déduire les solutions de 'équation différentielle (E).
e Résoudre I’équation différentielle y' +y = e avec la condition initiale y(0) = 1.

Le principe de superposition peut étre utile lors de la recherche d’une solution particuliere :

Propriété 4. On considére trois fonctions a, by et ba continues sur un intervalle I a valeurs dans R ou C. Si
y1 est une solution de l’équation différentielle (Ey) : y' +ay = by et yo une solution de l’équation différentielle
(E2) : ¢ + ay = by alors y1 + y2 est une solution de 'équation différentielle (E) : y' 4+ ay = by + ba.

Exercice 13. On considére l’équation différentielle (E) :y' —y = 2cos(t) sur R.
o Déterminer une solution particuliére de l’équation différentielle y' —y = e
e Déterminer une solution particuliére de I’équation différentielley’—y = e~
e [En déduire une solution particuliére y de 'équation différentielle (E).
o Résoudre I’équation différentielle (E).

sous la forme g (t) = me®.

& sous la forme §ja(t) = me™%.

3 Equations linéaires du second ordre a coefficients constants

3.1 Equations linéaires du second ordre a coefficients constants sans second membre

Théoréme 4. | On considére trois nombres a, b et ¢ réels ou complexes avec a # 0 et on note

A = b? — dac, alors équation différentielle ay” + by’ + cy = 0 admet pour solutions

les fonctions y définies par :

o SiA#0,y(t) = e + pe™ avec X et u des nombres réels ou complezes et r1, o
les solutions de l’équation ar® + br + ¢ = 0.

o SiA=0,yt) = (\+ ut)e"™ avec \ et u des nombres réels ou complezes et ry la
solution double de I’équation ar® + br + ¢ = 0.

Définition 3. L’équation du second degré associée a une équation différentielle linéaire du second ordre a
coefficients constants est appelée équation caractéristique.

Exercice 14. Résoudre les équations différentielles suivantes :
ey =3y +2y=0
oy +2 +y=0
oy +2iy —2y=0
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Propriété 5. On considére trois nombres a, b et ¢ réels ou complexes avec a # 0, alors I’équation différen-
tielle ay” + by’ + ¢ = 0 avec la condition initiale y(tg) = « et y'(tg) = B admet une unique solution.

Exercice 15. Résoudre l’équation différentielle y" — 5y’ + 6y = 0 avec la condition initiale y(0) = 5 et
/
y'(0) = 12.

Théoréme 5. | On considére trois nombres a, b et ¢ réels avec a # 0 et on note A = b — 4ac, alors

I’équation différentielle ay” + by’ + cy = 0 admet pour solutions a valeurs réelles les

fonctions y définies par :

e SiA=0,y(t) = (At + p)e™ avec X et u des nombres réels et o la solution double
de Uéquation ar® + br +c = 0.

o SiA>0,y(t) = A"t + pe™t avec X et u des nombres réels et r1, ro les solutions
de Uéquation ar® + br +c = 0.

o SiA<O,y(t) = (A cos (‘/QTI_At) + Bsin (%t)) e~ 3at avec A et B des nombres

réels.

Exercice 16. Résoudre I’équation différentielle y” + 4y’ + 5y = 0 ou y est une fonction a valeurs réelles.

Corollaire 1. Les solutions de I’équation différentielle iy +w?y = 0 avec w € R* et y une fonction a valeurs
dans R sont les fonctions y définies par y(t) = Acos(wt) + Bsin(wt) avec A et B des nombres réels.

Exercice 17. Résoudre l’équation différentielle y”’ + 2y = 0 ot y est une fonction a valeurs réelles.

3.2 Equations linéaires du second ordre a coefficients constants avec second membre

La méthode de variation de la constante permet de se ramener a une équation différentielle linéaire
d’ordre 1 :

Propriété 6. On considére trois nombres a, b et ¢ réels ou complexes avec a # 0 et une fonction d continue
sur un intervalle I a valeurs dans R ou C, alors l’équation différentielle ay” + by’ + cy = d(t) admet pour
solutions les fonctions y définies par y(t) = f(t)e™ o r est une solution de I’équation ar® +br +c =0 et

b 1
f une primitive d’une solution de l’équation différentielle 1’ + (27“ + —) y=—d(t)e .
a a

Remarque 3. L’équation différentielle i’ + (2r + 3) Yy = %d(t)e*’"t n’est pas & connaitre, en pratique il faut
exprimer y sous la forme y(t) = f(t)e", dériver deux fois puis remplacer dans I’équation différentielle afin
d’obtenir une équation différentielle d’ordre 1 vérifiée par f'.

Exercice 18. On considére l'équation différentielle (E) : y"” + 2y’ +y = 2 sur R.
e Déterminer les solutions de l’équation sans second membre associée a (F).
e On pose y(t) = f(t)e t. Calculer y'(t) puis y"(t), remplacer dans ’équation différentielle (E) et en
déduire 'équation différentielle vérifiée par f'.
e En déduire les solutions de l’équation différentielle (E).
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La méthode de la solution particuliére permet de se ramener a une équation différentielle sans
second membre :

Théoréme 6. On considere trois nombres a, b et ¢ réels ou complexes avec a # 0 et une fonction d continue
sur un intervalle I a valeurs dans R ou C, alors l’équation différentielle ay” + by’ + cy = d(t) admet pour
solutions les fonctions y définies par y(t) = y(t) + yu(t) ot § est une solution particuliére de l’équation
différentielle et yp la solution générale de ’équation différentielle sans second membre associée.

Exercice 19. On considére l’équation différentielle (E) : y" + 2y’ +y = 2 sur R.
e Déterminer une solution particuliére § de l’équation différentielle (E) sous la forme d’une fonction
constante.
e En déduire les solutions de l’équation différentielle (E).

Propriété 7. On considére trois nombres a, b et ¢ réels ou complexes avec a # 0 et une fonction d continue
sur un intervalle I a valeurs dans R ou C, alors l'équation différentielle ay” +by'+c = d(t) avec la condition
initiale y(tg) = a et y'(tg) = B admet une unique solution.

Exercice 20. On considére 'équation différenticlle (E) :y" — 6y’ + 8y = €' sur R.
o Déterminer une solution particuliére de I’équation différentielle (E) sous la forme §(t) = me’.
e [En déduire les solutions de 'équation différentielle (E).
e Résoudre I’équation différentielle y" — 6y’ + 8y = €' avec la condition initiale y(0) =1 et y'(0) = 2.

Le principe de superposition peut étre utile lors de la recherche d’une solution particuliere :

Propriété 8. On considére trois nombres a, b et ¢ réels ou complexes avec a # 0 et deux fonctions dy et
do continues sur un intervalle I a valeurs dans R ou C. Si yy est une solution de [’équation différentielle
(Ey) : ay’ + by + cy = dy et ya une solution de I'équation différentielle (E3) : ay” + by’ + cy = dy alors
y1 + y2 est une solution de ’équation différentielle (E) : ay” + by + cy = di + da.

Exercice 21. On consideére l’équation différentielle (E):y" +y +y = 3cost—2sint sur R dans laquelle
y est a valeurs réelles.

o Exprimer 3cost — 2sint sous la forme Che't + Cye "

avec C1,Cy € C en utilisant les formules

d’Euler.

e Déterminer une solution particulicre de I’équation différentielle v + 1y +vy = (% +1)e' sous la forme
71(t) = me'.

e Déterminer une solution particuliére de I’équation différentielle v +vy +vy = (% —i)e~" sous la forme
g2 (t) = me™ ™.

o En déduire une solution particuliére y de I’équation différentielle (E).
e Résoudre l’équation différentielle (E).

Remarque 4. Dans [’exercice précédent, il est plus rapide de chercher directement une solution particuliére
de l'équation différentielle (E) sous la forme §(t) = acost + Bsint.
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Exercices supplémentaires

Exercice 22

Déterminer les primitives sur R de la fonction f : ¢ +— —.
1+ 4¢2

Exercice 23

Déterminer les primitives sur R de la fonction f : ¢~ 2cos(3t) — 3sin(2t).

Exercice 24

Déterminer les primitives sur R de la fonction f : ¢+ t2(t3 + 1)3.

Exercice 25

Déterminer les primitives sur R de la fonction f : ¢t +— m
Exercice 26 (x)

1-t¢

Déterminer les primitives sur R de la fonction f : ¢t +— e

Exercice 27

Déterminer les primitives sur ]0; +o00[ de la fonction f : ¢ — tlnt.

Exercice 28 (xx)

Int
Déterminer les primitives sur ]|0; +o0o[ de la fonction f : ¢ +— R

Exercice 29 (xx)
el —1
et +1°

Déterminer les primitives sur R de la fonction f : ¢ —

Exercice 30 (x)

Déterminer les primitives sur R de la fonction f : t — t2el.
(on pourra chercher F(t) sous la forme F(t) = (at® + bt + ¢)e’)

Exercice 31 (x)

Déterminer les primitives sur R de la fonction f : ¢+ (2cost — 3sint)e™".

(on pourra chercher F(t) sous la forme F(t) = (acost + bsint)e ")

Exercice 32

Résoudre 'équation différentielle y' — sin(3t)y =0 sur R.
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Exercice 33

Résoudre 1’équation différentielle v’ + y =0 sur | — 1; 1] avec la condition initiale y ( %) =1.

1
V1—t2
Exercice 34

1
Résoudre I'équation différentielle 3’ + ;y =t sur lintervalle | — 0o;0[ au moyen de la méthode de

variation de la constante.

Exercice 35

Résoudre 'équation différentielle 3’ + 2ty = ¢ sur R.

(on pourra chercher une solution particuliére ¢ sous la forme d’un fonction constante)

Exercice 36

Résoudre 1’équation différentielle (t2 + 1)y +y =1 sur R.

(on pourra chercher une solution particuliere g sous la forme d’un fonction constante)

Exercice 37

Résoudre I'équation différentielle 3/ +y = t2 sur R.

(on pourra chercher une solution particuliere g sous la forme d’un fonction trinéme du second degré)

Exercice 38 (x)

Résoudre I'équation différentielle 3’ —y = te! sur R.

Exercice 39 (x)

Résoudre l'équation différentielle y' + y = 2cos(t) sur R.

Exercice 40 (x)

1
Résoudre I'équation différentielle (t2 + 1)y’ +ty = —— sur R.

V2 +1

Exercice 41 (x)

Résoudre I’équation différentielle (e' + 1)y’ +efy =e! —1 sur R.
Exercice 42 (x)

Résoudre I'équation différentielle cos(t) y' —sin(t) y =1 sur l'intervalle ]—g; g [

Exercice 43 (xx)

1
Résoudre 'équation différentielle y — tan(t) y = m sur I'intervalle }—g; g [

Exercice 44 (xx)

Résoudre 'équation différentielle (t — 1)%y/ + (t — 2)y = 0 sur 'intervalle |1; 4+ocl.
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Exercice 45

Résoudre ’équation différentielle y” + ¢y — 2y =0 sur R.

Exercice 46

Résoudre 'équation différentielle y” — 2y’ +y =0 sur R.

Exercice 47

Résoudre 'équation différentielle y” — 2y’ + 2y =0 sur R ou y est & valeurs réelles.

Exercice 48

Résoudre léquation différentielle y” — 3y’ — 2y = 0 sur R avec les conditions initiales y(0) = 1 et
y'(0) =1.
Exercice 49

Résoudre I’équation différentielle y” + 3’ — 2y = ¢! sur R au moyen de la méthode de variation de la
constante.
Exercice 50

Résoudre I'équation différentielle 3" — 3’ — 2y = ! sur R.

Exercice 51 (x)

Résoudre I'équation différentielle v” + 2y’ — 3y = 1 — 2t — 3t* sur R.

Exercice 52 (x)

Résoudre I'équation différentielle 3" — 4y + 4y = te* sur R.

Exercice 53 (x)

Résoudre I'équation différentielle 3" 4+ y = el + e~ sur R o y est & valeurs réelles.

Exercice 54
Résoudre 1'équation différentielle y” + 9y = 5cos(2t) sur R avec les conditions initiales y(0) = 2 et

y'(0) =2.

Exercice 55 (x)

—2t

Résoudre I'équation différentielle y” + 4y’ + 5y = cos(t) e~ sur R.

Exercice 56 (xxx)

On considere deux solutions y; et yo d’une équation différentielle linéaire d’ordre 2 sans second membre
a(t)y” + b(t)y' + c(t)y = 0. Montrer que w = y1y5 — yjy2 est solution d’une équation différentielle linéaire
d’ordre 1 que 'on déterminera.
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V. Equations différentielles

Réponses
1) y(t) = $t* — 2 + 5¢.
2) F(t) = arctant + Cte.
3) F(t) = 2>Vt + Cte.
4) F(t)=1mn (%) +1.
5) F(t)=(t—1)e
6) [(t) = 3(sint — cost)e!
7) y(t) = Xe? | A(cos % + isin %)e_t , Aearctant,
8) y(t) = esTatVi,
9) aucune solution.
10) f'(t) = > don y(t) = L2 + Cle.
11) j(t) = 32 d'ot y(t) = 22 + Cte
12) y(t) =5 (e' +e7).
13) §1(t) = —1(1+i)e et §a(t) = 3(—1+1i)e " don §(t) = —cost+sint et y(t) = —cost+sint+ Ae’.
14) y(t) = et + pe? | (A4 pt)e ™t , A=t 4 =10t
15) y(t) = 3t + 2¢3.
16) y(t) = (Acost+ Bsint)e™
17) y(t) = Acos (ft) + Bsin (\/_t)
18) f’ vérifie 'équation différentielle y' = 2¢! d’on y(t) =
19) g(t) =2 dou y(t) =2+ (A + ut)e™?
20) y(t) = 2’ + $e2 + el
21) §i(t) = (1 — 2i) e et §o(t) = —|— §i) e” d'ott §(t) = 2cost + 3sint et y(t) = 2cost + 3sint +
Acos (ft) + Bsin (ft))
22) F(t) = iarctan(Qt) + Cte.
23) F(t) = %sin(3t) + 3 cos(2t) + Cte.
24) F(t) = Lz(t3 + 1)* + Cte.
25) F(t) = m + Cte.
26) F(t) = arctant — sln(1 + %) + Cte.
27) F(t) = 3(Int)? + Cte.
28) F(t) = —1 — ol 4 Cte.
29) F(t) = —t+ 21n (e +1) + Cte.
30) F(t) = (t? — 2t + 2)e! + Cte
31) F(t) = (3cost+ 3sint) e~ + Cte.
32) y(t) = Ae ™3 cos(31)
33) y(t) = errecos(t)—3
34) y(t) = 51> + Cte
35) y(t) = % X
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36) y
37) y

38) y
39)

40)

41)
42)

43)

44)

45)
46)
47)

48)

49)
50)

51)
52)
53)
54)
55)

56)

t) 14 Xe™ arctan(t)
(t) =t =2t + 2+ Ne?
t2
(t) = ( ) el.
y(t) = cost +sint + e™?
y(t) = arctan(t) + A
2+1
el —t+ A
t) = ——7—.
t+ A
t) = .
y(t) cost
0 t—tan g+ X ; cost 1
= ———=—— en remarquant que —— =1— ———
Y cost q e ost 1 2(cos 5
" e~ o =2 1 1
= en remarquant que = - .
Y t—1 e P A (D
y(t) = Net + pe=?
y(t) = (A + pt)e’
y(t) = (Acost + Bsint)e!
1 2
P = Sty L2t
y(t) = ge " + 3¢
y(t) = Ae 2 4 pet + %tet.
y(t) = Ae " + pe® — Let
y(t) = = 4+ 2t +t2 + Net 4 pe .

5
3
y(t)=(/\+ut+ >62t-
y(t) = 2e' + te ! + Acost + psint.

y(t) = cos(2t) + cos(3t) + gsin(?)t).

t
2

)2

V. Equations différentielles

t
y(t) = (<§ + )\) sint + p cos t> ! en remarquant que cost est la partie réelle de e

a(t)w + b(t)w = 0.
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