Sup Tsi - Cours de mathématiques

XII. Espaces Vectorielsl

1 Espaces vectoriels

On note K =R ou C.

Définition 1. On appelle K-espace vectoriel un ensemble E muni d’une addition + et d’une multipli-
cation par un scalaire . telles que :

e [addition est associative :
pour tous U, V, W €E, U+ (V+W)=(Ud+7V)+d

e [addition est commutative :

‘ pourtousﬁ,?EE,ﬁ—i—?:?—i—ﬁ ‘

. . —
e il existe un vecteur nul 0 :

pourtoutﬁeE,ﬁ—i—ﬁ:ﬁ

o tout vecteur de E admet un opposé :

pour tout U € E il existe = € E tel que U + (—7) -0

e 1 est un élément neutre pour la multiplication par un scalaire :

‘ pour toutﬂeE, .4 =1 ‘

e [a multiplication par un scalaire est pseudo-associative :

pour tous \, i € K et pour tout W € E, ()\,u).7 = )\.(u.ﬁ)

e [a multiplication par un scalaire est distributive a droite par rapport a l’addition :

pour tout A € K et pour tous U, v € E, )\(7 + 7) =\U+NT

o Ja multiplication par un scalaire est distributive a gauche par rapport a l’addition :

pour tous A, i € K et pour tout U e E, (N + ,u)7 =\U + ,u.7

Exemple 1. Ezemples de R-espaces vectoriels.

o ensemble R? des vecteurs du plan
ensemble R3 des vecteurs de ’espace
ensemble R™ des vecteurs a n coordonnées réelles
ensemble F(R,R) des fonctions de R dans R
ensemble R[X]| des polynomes a coefficients réels
ensemble RY des suites réelles

ensemble M,, ,(R) des matrices a coefficients réels a n lignes et p colonnes

Exemple 2. Ezxemples de C-espaces vectoriels.
o ensemble C™ des vecteurs a n coordonnées complexes
e ensemble C[X]| des polynomes a coefficients complexes
o ensemble My, ,(C) des matrices a coefficients complezes a n lignes et p colonnes

Propriété 1. On considére un K-espace vectoriel E, alors pour tout deEona:

¢ 0.U = 6>
° (—1).7 = -
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Définition 2. On considére un K-espace vectoriel (E,+,.), on dit que (F,+,.) est un sous-espace vec-
toriel de (E,+,.) si (F,+,.) est un K-espace vectoriel et F C E.

— .
Remarque 1. { 0 } et E sont des sous-espaces vectoriels de E.

Propriété 2. | On considére un K-espace vectoriel (E,+,.) alors (F,+,.) est un sous-espace vectoriel
de (E,+,.) si:
. ﬁ_l CFE
e 0 €F
e [ est stable par combinaisons linéaires : pour tous A, u € K et pour tous
U,V eF ona)\.7+u.7€F

Exercice 1. Montrer que l’ensemble D(R,R) des fonctions dérivables est un sous-espace vectoriel de

F(R,R).

Exercice 2. Montrer que l’ensemble des matrices carrées diagonales de taille n a coefficients réels est un
sous-espace vectoriel de My, (R).

Exercice 3. Montrer que {< z ) ER? Jx+y= O} est un sous-espace vectoriel de R2, le représenter

graphiquement.

Propriété 3. L’ensemble des solutions d’un systéme linéaire homogéne a p inconnues et a coefficients
dans K est un sous-espace vectoriel de KP.

Exercice 4. Montrer que I’ensemble des solutions da valeurs réelles de 1’équation différentielle y" +y = 0
est un sous-espace vectoriel de F(R,R).

Exercice 5. L’ensemble des polynomes a coefficients réels de degré 3 est-il un sous-espace vectoriel de R[X] 7

Exercice 6. Montrer que l’ensemble R3[X]| des polynomes a coefficients réels de degré inférieur ou égal a
3 est un sous-espace vectoriel de R[X].

Propriété 4. L’intersection de deux sous-espaces vectoriels de E est un sous-espace vectoriel de E.

x x
Exercice 7. Montrer que F = y |eR /2 +y=0p etG= y | €R3/z—y=0, sont des
z z

sous-espaces vectoriels de R>, repésenter graphiquement F, G et FNG.

T T
Exercice 8. On considére F = y |€R3 /2 +y=0; etG = y | €R3 /2 —y=03, mon-
z z

trer que l'union de F et G n’est pas un sous-espace vectoriel de R3.

Définition 3. Somme de sous-espaces vectoriels

Si F' et G sont deux sous-espaces vectoriels de E, on définit | F + G = {7 + / UeFete G}l

Propriété 5. F + G est le plus petit sous-espace vectoriel de E contenant F'UG.

x x
Exercice 9. On considére F = y |€R} /y=2=0p etG= y | €R3/2=2=0,, déter-
z z

miner F' + G, représenter graphiquement F, G et F + G.
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Définition 4. Somme directe de sous-espaces vectoriels
On considére deux sous-espaces vectoriels F et G de E, si pour tout W e F+ G il existe un unique couple
(U, V) € FxG tel que @ = U + U alors la somme F + G est dite directe et notée F & G.

Exercice 10. Montrer que la somme de exercice 9 est directe.
_)
Propriété 6. Deux sous-espaces vectoriels F' et G de E sont en somme directe si el seulement si F NG = { 0 }

Exercice 11. Montrer en utilisant la propriété précédente que la somme de ’exercice 9 est directe.

Définition 5. Sous-espaces vectoriels supplémentaires
Deuz sous-espace vectoriels F' et G de E sont dits supplémentaires si FF & G = E.

Exercice 12. Déterminer deux sous-espaces vectoriels supplémentaires de R3.

2 Familles finies de vecteurs

Propriété 7. Sous-espace vectoriel engendré par une famille de vecteurs

Si (71, 72, ... ,ﬁp) est une famille de p vecteurs d’un K-espace vectoriel E alors ’ensemble des combinai-
sons linéaires de ces vecteurs Vect(?l, U, ... ,713) = {)\171 + XU+ + )\pﬁp / A, A2, 0 € K}
est le plus petit sous-espace vectoriel de E contenant les vecteurs U1, U o, . . . ,ﬁp.

Remarque 2.
e Pour p =0, on convient que Vect(d) = {ﬁ}
e Pourp=1etd # ﬁ, Vect(ﬁ) = {)\7 / XA € K} est appelé droite vectorielle engendrée par la
vecteur .

e Pourp =2 et @ et U non colinéaires, Vect(W, V) = {\U +u¥ | A\, u € K} est appelé plan
vectoriel engendré par les vecteurs U et .

Exercice 13. On considére les polynomes P(X) = X2+ X +1 et Q(X) = 2X — 1, déterminer une condition
nécessaire et suffisante sous la forme d’une relation entre a,b et ¢ pour que le polynome aX? + bX + c
appartienne a Vect(P, Q).

Définition 6. Si (71,72,...,71;) est une famille de p vecteurs d’un K-espace vectoriel E telle que
Vect(?l, U, ... ,7p) = FE on dit qu’elle est génératrice de F.

1 1 1
Exercice 14. La famille 7| 2 ,?2 3 ,?3 4 est-elle génératrice de R3 ?
3 5 7

Exercice 15. La famille (P, = 1,Py = X + X2, Py = X% + X3, Py = X3) est-elle génératrice de l’espace
vectoriel Rg[X]| des polynomes a coefficients réels de degré inférieur ou égal a 3 ¢

Exercice 16. L’espace vectoriel R[X]| admet-il une famille génératrice ?
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Définition 7. Une famille de vecteurs est dite libre si aucun de ses vecteurs ne peut s’écrire comme une
combinaison linéaire des autres vecteurs de la famille. Une famille de vecteurs qui n’est pas libre est dite
lide.

%
0

%
Remarque 3. Comme Vect(9) = { 0 }, on convient que (0) n’est pas une famille libre.

Remarque 4. Deuzr vecteurs mon colinéaires forment une famille libre, trois vecteurs mon coplanaires
forment une famille libre.

Remarque 5. Une sous-famille d’une famille libre est libre.

Exercice 17. Montrer que (sin,cos) est une famille libre de F(R,R).

Propriété 8. | Une famille (71,72,...,713) de p wvecteurs d’un K-espace vectoriel E est libre si
k=
et seulement si Zp)\kﬁk = 6> avec A, A2, ..., N\, € K impliqgue A\, = 0 pour tout
beupl.
1 2 3
Exercice 18. La famille [ €1 | 2 |, €| 2 |,€3| 4 est-elle une famille libre ou liée de R3 2
2 3 4

Exercice 19. La famille (P, =1+ X, P, = X + X2, Py = X% + X3, Py = 1 + X3) est-elle une famille libre
ou liée de R3[X] ¢

3 Espaces vectoriels de dimension finie

Définition 8. On appelle base d’un K-espace vectoriel E une famille libre et génératrice de E.

1 0 0 0
0 1 0 0

Exemple 3. e 0 ,?2 0 ,?3 1 ,...,?n 0 est une base dite base canonique
0 0 0 1

de ’espace vectoriel R™.

Exemple 4. (1,X, X2, X3,...,X") est une base dite base canonique de l’espace vectoriel R,[X] des
polynomes a coefficients réels de degré inférieur ou €gal a n.
Exemple 5. (Ejy)i<k<n est une base dite base canonique de [’espace vectoriel My, ,(K) ot Ey; est la

1<I<p
matrice de My, ,(K) dont tous les coefficients sont nuls excepté celui d’indice de ligne k et d’indice de

colonne | qui est égal a 1.

. 0 2 10 1 2 1 2
Exercice 20. Montrer que (< 3 4 ) ,< 3 4 ) ,< 0 4 ) ,< 3 0 >) est une base de Ms(R).

Propriété 9. On considére une famille (71, U, ..., 7,1) de n vecteurs génératrice d’un K-espace vectoriel
E alors toute famille libre de E est formée d’au plus n vecteurs.

Corollaire 1. On considére une famille libre (71, 72, e 7n) de n vecteurs d’un K-espace vectoriel E
alors toute famille génératrice de E est formée d’au moins n vecteurs.
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Propriété 10. Deuz bases d’un K-espace vectoriel E ont le méme nombre de vecteurs.

Définition 9. Un K-espace vectoriel admettant une base est dit de dimension finie, on appelle dimension
de l’espace vectoriel E et on note dim E le nombre de vecteurs d’une base de E.

%
Remarque 6. On convient que la dimension de l’espace vectoriel { 0 } est 0.

Exercice 21. Montrer que R", R, [X] et M,, ,(R) sont des espaces vectoriels de dimension finie et déter-
maner leurs dimensions.

Théoréme 1. Théoréme de la base extraite
De toute famille génératrice d’un K-espace vectoriel E on peut extraire une base de E.

Exercice 22. Montrer que (17{ (1) g (b, us (L), (2 )) est une famille génératrice de R? et en extraire
une base.

Corollaire 2. Tout K-espace vectoriel admettant une famille génératrice finie admet une base.

Théoréme 2. Théoréme de la base incompleéte
Toute famille libre d’un K-espace vectoriel E de dimension finie peut étre complétée en une base de E.

Exercice 23. Montrer que (27{ (é) 05 (%)) est une famille libre de R3 et la compléter en une base de R>.

Corollaire 3. On considére un K-espace vectoriel E de dimension finie n alors :
e toute famille de n vecteurs génératrice de E est une base de E.
e toute famille libre de n vecteurs est une base de E.

1 -1
Exercice 24. Montrer que (?1 ( ) ,?2 ( 1 )) est une base de R2.

1
Propriété 11. On considéere un K-espace vectoriel & de dimension finie muni d’une base B = (?1, ?2, ey ?n)
A1
9 k=n
alors pour tout vecteur U € E il existe un unique n-uplet . de scalaires tels que U = Z Ne €k, les
: k=1
An

scalaires A\, pour k € [1;n] sont appelés coordonnées du vecteur U dans la base B.
Exercice 25. Déterminer les coordonnées du polynéme P(X) = X3 —1 dans la base canonique B de R3[X].

Exercice 26. Montrer que B' = (1,1+X,1+ X + X2, 1+ X + X2 + X3) est une base de R3[X], déterminer
les coordonnées du polynéme P(X) = X3 — 1 dans cette base.
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4 Dimension d’un sous-espace vectoriel

Propriété 12. Tout sous-espace vectoriel I d’un K-espace vectoriel E de dimension finie est de dimension
finie et dim F' < dim FE de plus dim F' = dim E si et seulement si E = F.

8

Exercice 27. Déterminer une base de F' = y |€R/2+y+2=0
z

Propriété 13. L’ensemble des solutions d’un systéme linéaire homogéne S a p inconnues et a coefficients
dans K est un sous-espace vectoriel de KP de dimension égale a p — rg(S).

Propriété 14. Tout sous-espace vectoriel F' d’un K-espace vectoriel E de dimension finie admet un sup-
plémentaire G et dim F + dim G = dim FE.

Remarque 7. Il n’y a pas unicité du supplémentaire.

T
Exercice 28. Déterminer un supplémentaire de F = y | €R3 /x+y+2=0} dans R3.
z

Théoréme 3. formule de Grassmann
Si F et G sont deux sous-espaces vectoriels d’un K-espace vectoriel E de dimension finie alors F' 4+ G et
F NG sont de dimension finie et ‘ dim(F 4+ G) =dim F +dim G —dim(F N G) ‘

Corollaire 4. | Deuz sous-espaces vectoriels F' et G d’un K-espace vectoriel E de dimension finie sont
%
supplémentaires si et seulement si 'NG = { 0 } et dim F' 4+ dim G = dim E.

Remarque 8. On a également F' et G supplémentaires si et seulement si F+G = E et dim F +dim G =
dim FE.

Définition 10. On appelle rang d’une famille de vecteurs la dimension de [’espace vectoriel engendré par

celle-ci, on note rg(e, €, ..., ey) = dim(Vect(e1,e3,..., ).
Remarque 9. On a rg(e_f,e_g), e az) <p.
—1 1 0
Exercice 29. Dans R3, déterminer rg 71 1 ,72 -1 ,73 0
1 1 1

Propriété 15. Une famille de vecteurs d’un espace vectoriel & de dimension finie est libre si et seulement
st son rang est égal a son nombre de vecteurs.

Propriété 16. Une famille de vecteurs d’un espace vectoriel E de dimension finie est génératrice de E si
et seulement si son rang est égal a la dimension de E.

Remarque 10. Nous verrons dans le chapitre XIV que le rang d’une famille de vecteurs est égal au rang
de la matrice de ses coordonnées dans une base quelconque.
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Exercices supplémentaires
Exercice 30

Montrer que I’ensemble des polynomes s’annulant en 1 est un sous-espace vectoriel de K[X].

Exercice 31
Montrer que I’ensemble des solutions & valeurs réelles de I'équation différentielle y” = t?y est un sous-
espace vectoriel de F(R,R).
Exercice 32
Montrer que I’ensemble des matrices triangulaires supérieures est un sous-espace vectoriel de M,,(R).
L’ensemble des matrices inversibles est-il un sous-espace vectoriel de M,,(R)?
Exercice 33

Montrer que I'ensemble des suites réelles convergentes est un sous-espace vectoriel de ’ensemble des
suites réelles.

L’ensemble des suites réelles qui divergent vers +oo est-il un sous-espace vectoriel de ’ensemble des
suites réelles 7
Exercice 34

Montrer que ’ensemble des fonctions paires et ’ensemble des fonctions impaires sont deux sous-espaces
vectoriels de F(R,R).

Exercice 35

L’ensemble des fonctions monotones est-il un sous-espace vectoriel de F(R,R) ?

Exercice 36

Montrer que I’ensemble F' des polynomes divisibles par X — 1 et ’ensemble GG des polynomes divisibles
par X + 1 sont des sous-espaces vectoriels de K[X]. Déterminer F' N G.

Exercice 37 (x)

Montrer que I’ensemble F des solutions & valeurs réelles de I’équation différentielle t?y” — 2y = 0 et
I'ensemble G des fonctions polynomiales sont des sous-espaces vectoriels de F(R,R). Déterminer F'N G.
Exercice 38

Montrer que l'ensemble F' des fonctions linéaires et I’ensemble G des fonctions constantes sont des

sous-espaces vectoriels de F(R,R). Déterminer F' + G.

Exercice 39

t
Montrer que F' = t JtER et G = t / t € R 3 sont des sous-espaces vectoriels de R3.
0
Déterminer F' + G, la somme F' + G est-elle directe ?
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Exercice 40 (x)

Montrer que F = {P € R[X] / P(0) =0} et G = {P € R[X]| / P'(0) = 0} sont des sous-espaces vecto-
riels de R[X]. Déterminer F' + G, la somme F + G est-elle directe ?

Exercice 41

Montrer que F = {< :yC ) /x+y= O} et G = {< :yC ) Jx—y= O} sont deux sous-espaces vecto-

riels supplémentaires de R2.

Exercice 42 (x)

Montrer que ’ensemble des fonctions paires et ’ensemble des fonctions impaires sont deux sous-espaces
vectoriels supplémentaires de F(R,R).

Exercice 43 (x)

Montrer que I’ensemble des fonctions constantes et ’ensemble des fonctions s’annulant en 0 sont deux
sous-espaces vectoriels supplémentaires de F(R,R).

Exercice 44 (x)

Montrer que I’ensemble des fonctions linéaires et I’ensemble des fonctions s’annulant en 1 sont deux
sous-espaces vectoriels supplémentaires de F(R,R).

Exercice 45

Dans le R-espace vectoriel C, déterminer Vect(1,1).

Exercice 46

Dans le R-espace vectoriel F(R,R), déterminer Vect(z — cos (z + &) |k € [0;7]).

Exercice 47

Dans le K-espace vectoriel K[X], déterminer Vect(1 + 2X,1 + 2X?).

Exercice 48

0 1 1
Montrer que al 1 ,e_2> 0 ,e_g> 1 est une famille génératrice de R3.
1 1 0
Exercice 49 (xx)
a 1—a 1—a
Déterminer les valeur de a pour lesquelles la famille al 1-a ,e_2> a ,e_3> 1—a
1—a 1—a a
est génératrice de R3.
Exercice 50
1 4 7
La famille [ ef | 2 ,e_g 5 |, 6_3> 8 est-elle libre ?
3 6 9
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Exercice 51

(14+ X, X + X2, 1+ X?) est-elle une famille libre de R[X]?

Exercice 52 (x)
(X —1D(X —-2),(X —2)(X —3), (X —1)(X —3)) est-elle une famille libre de R[X]?

Exercice 53 (x)
Montrer que si (7, 7, ﬁ) est une famille libre alors (7 + 7, v+ ﬁ, u+ ﬁ) est une famille libre.

Exercice 54 (x)
Montrer que (1,1 + X, 14+ X + X2, ..., 1+ X + X2+ .- + X") est une famille libre de R[X].

Exercice 55

Donner une base de C? en tant que C-espace vectoriel puis en tant que R-espace vectoriel.

Exercice 56

Montrer que (14 X, X + X2, X? 4+ X3 1 4 X3) est une base de R3[X].

Exercice 57

Montrer que I’ensemble des fonctions & valeurs réelles solutions de I’équation différentielle v —2y'+2y = 0
est un R-espace vectoriel et en déterminer une base.

Exercice 58

Montrer que (1 +X+X21I4+X-X21-X+X%21-X-— X2) est une famille génératrice de Ry[X],
en extraire une base de Ry[X].

Exercice 59

Montrer que E = {P € Ro[X] / P"(0) = P'(0) + P(0)} est un espace vectoriel de dimension finie et
déterminer sa dimension.

Exercice 60

Montrer que (14 X?,1 — X?) est une famille libre et la compléter en une base de Rs[X].

Exercice 61

Montrer que (( -1 %) , (% *%) , (,% %) , (% i )) est une base de Ms(R) et déterminer les coordonnées de
la matrice identité I dans cette base.

Exercice 62

Déterminer une base du sous-espace vectoriel de R?, E = Y / x+2y+32z=0, puis la com-

pléter en une base de R3.
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Exercice 63

Déterminer un supplémentaire de Vect(1 + X + X?) dans Ro[X].

Exercice 64

1 0 —1
On considere la matrice M = 0 0 0
-1 0 1

Montrer que Ker M et Im M sont des sous-espaces vectoriels supplémentaires de R3.

Exercice 65

Trouver le rang de la famille de vecteurs (1 4+ X,1 — X, 1+ X2, 1 — X?) dans Ry[X].

Exercice 66 (x)

1

Dans F(] — 1;1[,R), on considere les fonctions f; : x — 12
x

1 1
,fQ:me,fgixl—)l_—ﬂet

fao:x— Tk
Déterminer le rang de la famille de vecteurs (f1, f2, f3, f4)-
Exercice 67 (xx)

Montrer que I’ensemble des suites (uy,)n>0 vérifiant la relation de récurrence w9 = 3up41 — 2u, pour
tout n € N est un espace vectoriel de dimension finie et en déterminer une base.
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Réponses

1)

2)

3)

4)

5)
6)

7)

8)
9)
10)
11)

12)

13)
14)
15)
16)

17)
18)
19)
20)
21)
22)

23)

24)
25)
26)

27)

On remarque que la fonction nulle est dérivable et qu’une combinaison linéaire de fonctions dérivables
est une fonction dérivable.

On remarque que la marice nulle est une matrice carrée diagonale de taille n et on montre qu'une
combinaison linéaire de matrices carrées diagonales de taille n est une matrice carrée diagonale de
taille n.

On remarque que la somme des coordonnées du vecteur nul est nulle et on montre qu’étant donnés
deux vecteurs U et o/ dont la somme des coordonnées est nulle alors la somme des coordonnées du
vecteur AU + ,u.7 est nulle également.

On montre que la fonction nulle est solution de 1’équation différentielle et qu’étant données deux
solutions y; et yo de I’équation différentielle alors y = A.y1 + u.y2 est également solution de I’équation
différentielle.

On remarque que le polynome nul n’est pas un polynoéme de degré 3.

On remarque que le polyndome nul est un polynome de degré inférieur ou égal a 3 et on montre
qu’une combinaison linéaire de polynomes de degrés inférieurs ou égaux a 3 est un polyndéme de
degré inférieur ou égal a 3.

On remarque que F' et G sont des ensembles de solutions de systemes linéaires homogenes a trois
. 0
inconnues et que FNG = {(0) € Rg}.

z

1 1 . N .
Les vecteurs (7(1) ) et U ( (1) > appartiennent a F'U GG mais pas leur somme.

Fra={(i) e}

0 ) . .
On montre que le systeme (g) = (gé) + (g) d’inconnues = et y admet une unique solution.

0
On montre que (gé) = (g) implique =z =y = 0.
On considere F' = {(gé) € R3} et G = {(2) € R3}.
4
Le systeme AP+uQ = aX?+bX+c d’inconnues \ et 4 est compatible si et seulement si 3a—b—2¢ = 0.
On montre que le systeme linéaire et + ,ue_g> +ved = W nest pas compatible.

On montre que le systeme linéaire APy + uPs + vP; + wPy = aX? + bX? 4+ c¢X +d est compatible.

On procede par I'absurde et on considere un polynome de degré strictement supérieur aux degrés
des polynomes de la famille génératrice.

On montre que les fonctions sin et cos ne sont pas proportionnelles.

On montre que le systeme linéaire et + ,ue_g> +ves = 6> admet une unique solution nulle.

On montre que Py, = P, — Py + Ps.

On montre que la famille est libre et génératrice.

Les dimensions sont n, n + 1 et np en considérant les bases canoniques.

On remarque que b = —%171) + %17% et que uh = %171 + %172 et on montre que (17{,175) est une base.

On considere 273 (%).

L’espace est de dimension 2 et la famille est libre et comprend deux vecteurs.
P(X)=(-1)1+0.X +0.X%2+1.X3.
PX)=(-1)1+4+00+X)+(-1).1+X+X?)+1.(1+X+ X2+ X3).

1 0
OnremarquequeF:{:c( ?)—f—y( %) /x,yER}.
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28) G:{(S) /zeR}.

29) 2 en remarquant que 273> = %271 + %272) et 771) , 772) non colinéaires.

30) On remarque que le polynéme nul s’annule en 1 et qu'une combinaison linéaire de polynémes qui
s’annulent en 1 est un polynome qui s’annule en 1.

31) On remarque que la fonction nulle est solution de I’équation différentielle et qu'une combinaison
linéaire de solutions de I’équation différentielle est également une solution de I’équation différentielle.

32) On remarque que la matrice nulle n’est pas inversible.
33) On remarque que la suite nulle n’est pas une suite qui diverge vers +oo.

34) On remarque que la fonction nulle est une fonction paire et qu'une combinaison linéaire de fonctions
paires est une fonction paire, on remarque que la fonction nulle est une fonction impaire et qu’'une
combinaison linéaire de fonctions impaires est une fonction impaire.

35) Si f est la fonction identité et g la fontion cube, f — g n’est pas monotone.
36) F'N G est lensemble des polynomes divisibles par X2 — 1.

37) FNG = {t— at*, a € R}.

38) F + G est 'ensemble des fonctions affines.

x
39) Fo G = y | Je—y+2=0
z
40) F + G = R[X] car P(X) = (P(X) — P(0)) + P(0), on remarque que la somme n’est pas directe en
considérant le polynome P(X) = X2,

2 z—y zty
41) On remarque que ( > = ( v2a > ( 2ty >

Y Tz 7
42) On remarque que f(z) = 3[f(z) + f(—2)] + 3[f(z) — f(—2)] et que la seule fonction & la fois paire

et impaire est la fonction nulle

43) On remarque que f(z) = f(0) + [f(z) — f(0)] et qu'une fonction constante s’annulant en 0 est nulle.

44) On remarque que f(z) = f(1)z + [f(z) — f(1)x] et qu'une fonction linéaire s’annulant en 1 est nulle.

45) Vect(1,i) = C.

46) Vect(cos,sin).

47) On obtient I’ensemble des polynémes a X2 + bX + ¢ tels que b + ¢ = 2a.

48) On montre que le systeme linéaire et + ,ue_g> +ved = U est compatible.

49) La famille est génératrice pour a # %, 2

50) Ona €5=2¢5— €1.

51) Le systéme linéaire A(1 + X) + u(X + X?) +v(1 + X?) = 0 admet pour unique solution la solution
nulle.

52) On recherche A, p et v tels que A(X —1)(X —2) 4+ p(X —2)(X —3)+v(X —1)(X —3) = 0 en utilisant
la liberté de la famille (1, X, X?).

53) On recherche A, p et v tels que N(W + 0) + u(V + W) 4+ v(7 + &) = 0 en utilisant la liberté de la
famille (7, 7, ).

k=n+1 k=n—1
54) On procede par récurrence en remarquant que Z Me(I4+ X+ 4 XF) = Z M1+ X+ +
k=1 k=1
XE) 4 A+ A ) (L X 4+ X7 + nHX"“.
1 0 0 1 0 0 0 0
55) ol.{1].]o0 et 0 1. il {o].]o
0 0 1 0 0 1 1
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56)
57)
58)
59)
60)
61)

62)

63)
64)

65)

66)
67)

On montre que la famille est libre et génératrice de R3[X].

On montre que (t — e’ cost,t — e’ sint) est une base.

On montre qu’en enlevant un des vecteurs, la famille devient libre et donc génératrice de Ro[X].
On montre que (X2 +2X, X2 + 2) est une base de E.

(1 +X%21-X2%X, X3) est une base de R3[X].

GO =0 (D +5 (D (1D +0( D).

—2 -3 —2 -3 1
-1 1, 0 et -1 1, 01,10
0 1 0 1 0
Ry [X].
On montre que Ker M est de dimension 2, Im M de dimension 1 et Ker M N Im M de dimension 0

puis on utilise la formule de Grassman.

Le rang est 3 en remarquant que 1 = $(1+ X))+ (1 - X), X = (1 + X) — $(1 — X) et X? =
L1+ X2) - J(1- X?).

On remarque que f3 = 41 + 1fo et f1 = —1fi + 4 fo.

On considere les suites a,, = 1 et b, = 2" et on montre par récurrence que u, = (2uy — ui)a, +
(u1 — ug)by.

www.emmanuelmorand.net 13/13 supTSI1718Maths12



