Sup Tsi - Cours de mathématiques

XV. Intégration'

1 Intégrale d’une fonction continue sur un segment

Définition 1.

Soit f une fonction continue et positive sur un intervalle [a;b].
Le plan est muni d’un repére orthogonal. L’aire (exprimée en
unités d’aire) du domaine délimité par la courbe représentative
Cy de la fonction f, l'aze des abscisses et les droites d’équations
r=a etx =0 est appelée intégrale de la fonction f entre a et
b et est notée : A

Lb fx)dx

Y

S R

b

0Ode=0 et flf(x)dx=0

a

Remarque 1. f

a
Remarque 2. Une fonction continue et positive sur un intervalle [a;b] est nulle si et seulement si son
intégrale entre a et b est nulle.

3
Exercice 1. Calculerf (2x 4+ 1) dz en utilisant la définition de lintégrale.

2
Définition 2. Pour une fonction f continue négative sur un intervalle [a;b] on appelle intégrale de la
fonction f entre a et b l'opposé de l'intégrale de la fonction —f entre a et b. Pour une fonction f continue
sur un intervalle [a;b] on appelle intégrale de la fonction f entre a et b la somme des intégrales de la
fonction f sur les intervalles ou f est de signe constant.

3
Exercice 2. Calculerj (x — 1) dz en utilisant la définition de l’intégrale.
—2

Définition 3. Soit f une fonction continue sur un intervalle [a;b]. On appelle valeur moyenne de la
fonction f sur Uintervalle [a;b] :
1

b_aLbf(x)dx

Remarque 3. La valeur moyenne d’une fonction sur un intervalle [a;b] correspond d la valeur d’une
fonction contante de méme intégrale entre a et b.

Exercice 3. Calculer la valeur moyenne de la fonction sinus sur lintervalle [0;].
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Sup Tsi - Cours de mathématiques XV. Intégration

Propriété 1. Croissance de l’intégrale

b b
On considére deux fonctions f et g continues sur [a;b] avec f < g, alors f flx)dr < f g(z) dx.
a

Propriété 2. Inégalité triangulaire

b b
On considére une fonction f continue sur [a;b], alors f fz)dx| < f |f(x)| da.

Exercice 4. Interpréter géométriquement l'inégalité triangulaire.
Propriété 3. Linéarité de l’intégrale

On considére f,g e C([a;b],R) et A\, u € R, alors f

a

b b b
)\f(x)—i-,ug(a:)d:c:)\j f(z)dx —i—,uf g(x)dz.

a

Propriété 4. Relation de Chasles
c b c

On considére une fonction f continue sur [a;c| et b€ [a;c], alors f flx)dz = f f(z)dx +J f(z)dx.
a a b

Remarque 4. On peut utiliser la relation de Chasles pour définir l’intégrale d’une fonction continue sur un
a b
intervalle [a;b] entre b et a par J flx)yde = — | f(x)dz, les propriétés de l'intégrale vues précédemment

b
demeurent valables a l'exception de celles faisantaintervemr lordre en particulier l'inégalité triangulaire.

Propriété 5. Sommes de Riemann

b _ g F=n—l b_ b
Si f est une fonction continue sur lintervalle [a;b] alors a Z f (a + k:—a) —_ f f(x)de.
n =0 n n—-+0o0 a

N
7

k=n
b—a b—a
Remarque 5. La propriété demeure valable en considérant la somme Z f <a +k )
n n
k=1

1

Exercice 5. Calculer f 22 dx en utilisant les sommes de Riemann.
0

k=n—1 b
b— b b—
Exercice 6. Montrer que a4 [f(a,) i) + f (a +k a)] f f(x)dx en approchant
n 2 = n n—+ow |,
lintégrale de f au moyen de trapézes.
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Sup Tsi - Cours de mathématiques XV. Intégration

2 Calcul intégral

Définition 4. On considére une fonction f € F(I,R), une fonction F € D(I,R) telle que F' = f est appelée
une primitive de la fonction f sur l'intervalle I.

Exercice 7. Montrer que la fonction f: R — R n’admet pas de primitive sur R.
1 s2 =0
T - .
0 si 2#0

Propriété 6. Si F et Fy sont deux primitives d’une fonction f € F(I,R) alors il existe un réel k tel que
F,=F +k.

Théoréme 1. | Théoréme fondamental de ’analyse
On considére une fonction f € C(I,R) et xg,a,be I :
i

e La fonction F : x — f)dt est une primitive de f sur I s’annulant en xg.
0

b
o Si F est une primitive de f sur I alors J f)dt = [F(t)]iiz = F(b) — F(a).

Exercice 8. Calculer l’aire du domaine plan délimité par l'aze des abscisses, la courbe représentative de la
fonction inverse ainsi que les droites d’équation x =1 et x = 2.

b
Corollaire 1. Si f € C*(I,R) et a,be I alors f f®)dt = f(b) — f(a).

Propriété 7. | Intégration par parties

Siu,v e CYI,R) et a,be I alors fb o' (t)v(t)dt = [u(t)v(t)]iiz - Jbu(t)v'(t)dt.

a

jus

2
Exercice 9. Calculerj tsint dt par intégration par parties.
0

Exercice 10. Déterminer une primitive de la fonction x — xe® sur R par intégration par parties.

Propriété 8. | Changement de variable

) a,be J #(b) b ,
SifeC(®), peC' (R et 1 alors L(a) Fa)dz = f Flo(®)e (.

Remarque 6. En pratique, on note x = ¢(t) et dz = ¢'(t)dt.

1
Exercice 11. Calculer f V1 — 22 dx puis interpréter graphiquement. (on pourra utiliser le changement de
-1

variable x = cost)

2
Exercice 12. Calculer f (cos t)Q(SiIl t)3 dt. (on pourra utiliser le changement de variable © = cost)
0

Corollaire 2. On considére f € C(R,R) et a,be R :
a

a a,
e si f est impaire alors f ft)dt =0 et si f est paire alors f fdt = 2f f()dt.
a T ) a 0
e si [ est T-périodique alors f f)ydt = f ft)de.
a+T a

™
Exercice 13. Calculer f (COS t)3 dt. (on pourra utiliser le changement de variable t = 1 — x)

0
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3 Développements limités

3.1 Formules de Taylor

Propriété 9. | Formule de Taylor-Lagrange avec reste intégral
On considére f € C"TY(I,R) et a,be I alors :

k

k=nr(k) a b r(n+1)
oy =3 L )(b—a)k+j il O] - ® (5 — tynat
2 B

Corollaire 3. Inégalité de Taylor-Lagrange
On considére f € C"T(I,R) et a,be I alors :

k=n (k) n+1
f( (a) k b — a (n+1)
F0) = > 7= (b — )| < ———-max]| ")
k=0 k! (n+1)! [asb]
Exercice 14. Appliquer l'inégalité de Taylor-Lagrange a la fonction exponentielle pour a =0 et b = x. En
k=n L
P . x
déduire nl—lgloo ];) E

Corollaire 4. Formule de Taylor-Young
On considére f € C"TY(I,R) et a,x € I alors :

k=n (k)a
f@) = S Ik o —ay

zoa k!
. . . ) ) , ... .. 1—cosx
Exercice 15. Appliquer la formule de Taylor-Young a la fonction cosinus en zéro. En déduire hr% —
r— T
En fait, on peut énoncer une version plus forte de la propriété :
Propriété 10. | Formule de Taylor-Young
On considére f € C"(I,R) et a,x € I alors :
k=n k)
¥ (a)
fl@) = Y == (z—a)* +o((x—a)")
z—a = k!
Propriété 11. | Développements limités usuels
2 1‘3 n
N | el il n
e = +:c+2+6+ +n'+0(:c)
2 4 2n
T T T
cos = 1——+—=+---+(-1)" 2l
— 2 "4 (=D G o)
3 5 2n+1
x T T
sinr = r— "+ -—— -+ (=)' + o(z*" 2
z—0 6 120 (=1) (2n + 1)! ( )
1
= l14z+22+2° 4+ +2" 4+ o(z")
1—2 z2-0
2 3 4 n
x T T T
n(1l+ z) =0 7 2+3 4+ + (1) n-‘rO(CC)
(1+x)* = l14ar+ a(a;l)xz + a(aflg(aﬂ) i M a(afl)(afi?'“(aan)x" + o(z™)
z—0 :
3 5 2n+1
x x x
t — o i . -1 n 2n+2
arctans = &~ + o+ + ( )2n+1—|—0(x )
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Sup Tsi - Cours de mathématiques XV. Intégration

3.2 Opérations sur les développements limités

Définition 5. On dit qu’une fonction f a valeurs réelles définie au voisinage de a admet un développe-
ment limité d’ordre n € N en a si f(z) =co+ci(x—a) +ca(xr —a)® + -+ cp(z—a)” +o((z —a)") avec
a

€0,Cl,y---,Cn € R.
Propriété 12. Si une fonction f admet un développement limité d’ordre n en a alors celui-ci est unique.

Exercice 16. Interpréter en termes de limites les coefficients du développement limité d’ordre n en 0 de la

fonction x — .
1—-=z

Corollaire 5. Si une fonction paire admet un développement limité d’ordre n en 0 alors les coefficients des

termes de degré impair sont nuls, si une fonction impaire admet un développement limité d’ordre n en 0
alors les coefficients des termes de degré pair sont nuls.

On peut additionner et multiplier les développements limités :
Exercice 17. Calculer le développement limité d’ordre 4 en 0 des fonctions x — cosx+sinx et x — e*sin .
On peut déterminer le développement limité d’une composée :
sinz

COos T

Exercice 18. Calculer le développement limité d’ordre 3 en O des fonctions x — € etx—e

On peut déterminer le développement limité d’un inverse ou d’un quotient en utilisant le développement

limité de u — en 0 :

—Uu

1
Exercice 19. Déterminer le développement limité d’ordre 5 en 0 de la fonction x — ——, en déduire le
cos

développement limité d’ordre 5 en O de la fonction tangente.

Propriété 13. Développement limité d’une primitive
On considére une fonction f définie sur un intervalle 1 et admettant une primitive F sur I telle que
f(x) =o((z —a)") avec a € I alors F(x) = F(a) + o((z — a)"*1).

a a

Exercice 20. Déterminer le développement limité d’ordre n en 0 de la fonction x — In(1 — x).

Exercice 21. Déterminer le développement limité d’ordre 2n + 1 en 0 de la fonction arctangente.

Contre-exemple 1. On considere la fonction f: R — R

0 st x =0
r - 3 . 1
x’sin— st x #0
T

1. Montrer que f(x) = o(z?).

2. Montrer que f est dérivable sur R.

3. Montrer que f'(z) # o(x).
0

Si f est dérivable et admet un développement limité d’ordre n en a on ne peut donc pas affirmer que f’
admet un développement limité d’ordre n — 1 en a, en revanche si on sait que f’ admet un développement
limité d’ordre n — 1 en a alors on peut 'obtenir par dérivation du développement limité d’ordre n de f en
a d’apres la propriété 13.
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Exercices supplémentaires

Exercice 22

Calculer I'aire du domaine du plan situé entre les paraboles d’équation y = 22 et y = 1 — 22

Exercice 23

Calculer la valeur moyenne de la fonction racine carrée sur l'intervalle [1;3].

Exercice 24 ()

2

Calculer la valeur moyenne de la fonction z — (sinz)* sur Uintervalle [0; 7].

Exercice 25 (xx)

Lb f(z)dz

b
On considére une fonction f continue sur 'intervalle [a;b] telle que J |f(x)|dz =
a

Montrer que f est de signe constant. (on pourra considérer la fonction g = |f| £ f)
Exercice 26 (x*)

b
On considére une fonction f continue sur 'intervalle [a;b] telle que J f(t)dt =0.
a

Montrer que f s’annule sur ]a; b[. (on pourra appliquer le théoréme de Rolle)

Exercice 27

k=n

1 1

Déterminer lim Z en étudiant les sommes de Riemann de la fonction f : z — sur
n—>+ook:On+k: 1+

I'intervalle [0;1].

Exercice 28

Montrer que F : x — In |1 + x| est une primitive de f : x — T sur | —oo; —1[ et sur | — 1; +oo|.
x

Exercice 29

Déterminer une primitive sur [0; 5[ de la fonction tangente.

Exercice 30

Déterminer une primitive sur R de la fonction f : z — e®sinz.

(on pourra la chercher sous la forme F : z +— (Asinz + pcosx)e”)

Exercice 31 ()

Déterminer une primitive sur R de la fonction f : z + e%(sinz)?.

(on pourra linéariser)
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Exercice 32

1+

Déterminer une primitive sur R de la fonction f : x — 152
T

Exercice 33 ()

1+ + 22
1+a+a2+2%

On considére la fonction f : x — montrer qu’il existe trois réels a, b et ¢ tels que

ar +b c . o
flz) = T2 + T35 Powr tout = € R et en déduire une primitive de f sur | —oo; —1[ et sur | — 1; +o0].
x x

Exercice 34

™

Calculer fs (tant)? dt.
0

Exercice 35

3

Calculer f |t? — 3t + 2| dt.
0

Exercice 36

1

Calculer f (1+t)V/t dt.
0

Exercice 37 (*x)

= dt
Montrer que la fonction ¢ : x — f i est définie et dérivable sur |0; 1[ et déterminer sa dérivée.
n
x

Exercice 38

dt. (on pourra effectuer une intégration par parties)

Tt
Calculer J4 —_—
o (cost)?

Exercice 39

1

2

Calculer f t3et” dt. (on pourra effectuer une intégration par parties)
0

Exercice 40

Déterminer une primitive sur R de la fonction arctangente. (on pourra effectuer une intégration par parties)

Exercice 41 ()

e

Calculer f t(hl t)4 dt. (on pourra effectuer des intégrations par parties successives)
1

Exercice 42

s

2
Calculer f (sin t)2(cos t)3 dt. (on pourra utiliser le changement de variable = = sin t)
0
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Exercice 43 ()

uy

2 dt
Calculer JQ T —
o 1+ cost

. (on pourra utiliser le changement de variable = = tan %)

Exercice 44 ()

us

4
Exprimer 1 + tan (% - 3:) en fonction de tanx et en déduire I = f In(1 + tant) dt.

0
(on pourra utiliser un changement de variable)

Exercice 45 ()

T
On considere f € C(R,R) T-périodique avec a € R, montrer que f fdt = f ft)dt
a 0

(on pourra utiliser la relation de Chasles)

Exercice 46 ()

On considere une fonction f polynomiale de degré inférieur ou égal a 3.

Montrer que Lbf(x)d:c _ b% (f( )+ 4f (“b) +f(b)>.

Exercice 47 (x*)

On considere une fonction f polynomiale de degré inférieur ou égal a 3.
b
b—a
Montrer queL f(z)dx = 5 (f (‘ﬁ;%l ‘é:/—lb) +f< Vel ‘g:)“_lb))

Exercice 48 ()

2 2 3
Démontrer que x — % In(l+xz) <z-— % %
avec reste intégral a Pordre 2 pour f(t) =In(1+¢),a =0et b = z.

Exercice 49 ()

Déterminer le développement limité a l'ordre n en z = 0 de la fonction x —

formule de Taylor-Young.

Exercice 50

Déterminer un équivalent en 0 de la fonction f : z +— x(2 + cosxz) — 3sin z.

Exercice 51

Déterminer le développement limité en 0 & ordre 6 de f : x +— /1 + 22

Exercice 52
1—cosx

1—4/1+22

Etudier la limite en 0 de la fonction frxm—

www.emmanuelmorand.net 8/12

8

XV. Intégration

pour z € R en utilisant la formule de Taylor-Lagrange
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Exercice 53

Déterminer le développement limité & I'ordre nen z = —1 de z — 1 + = + 2 + 2.

(on pourra utiliser le changement de variable X = x + 1)

Exercice 54

1+ 23

Déterminer le développement limité a 'ordre 3 en z = 1 de x > —.
14+ x+2?

(on pourra utiliser le changement de variable X =z — 1)

Exercice 55

Inz

-z

Etudier la limite en 1 de la fonction fix—

(on pourra utiliser le changement de variable X = x — 1)

Exercice 56 ()

. . z+1 .
Montrer que la courbe représentative C de la fonction f : x +— « 1 admet une asymptote oblique
V

T en 400 puis étudier les positions relatives de C et 7 au voisinage de +00.

1
(on pourra utiliser le changement de variable X = — et calculer un développement limité)
T

Exercice 57
1
sin x

1
Montrer que la fonction f : x +— — — se prolonge par continuité en 0 en une fonction dérivable en

0 et déterminer f(0) et f'(0).

Exercice 58

Déterminer le développement limité a 'ordre 3 en z = 0 de la fonction x +— /1 + sinx.

Exercice 59

1
Déterminer une valeur approchée de arctanl—o en utilisant le développement limité de la fonction arctan

en 0 a ordre 4.

Exercice 60

Déterminer le développement limité a l'ordre 5 de la fonction arccos en 0.

(on pourra procéder par intégration)

Exercice 61 (xx)
1
V(16 — 22)(25 — 22)

Déterminer un développement limité en 0 a 'ordre 3 de la fonction f : z +—

dt
16 — t2)(25 — 12)

1
En déduire une valeur approchée rationnelle de f \/(
0
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Réponses

1)
2)

3)
4)

5)

6)

7)

8)
9)
10)
11)

12)

13)
14)
15)

16)
17)
18)
19)
20)

21)

22)

23)

24)

25)

On calcule laire d’un trapeze, on obtient 6.

On calcule laire de deux triangles, on obtient = 2 — % = —g.

2

E

En termes d’aires, on a a1 +ag + -+ + a,| < |a1] + |az| + -+ + |ay].

1’“2” E\? n(n+1)@2n+1) 1
—_ —_ = —_— = —.
n 2 \n 6n3 n—+o 3
k=n—1
b—a —a
On pose zp = a + k>* et on part de Z [f(zr) + f(zrs1)]-
= 2n

On aurait F(z) = Cysiz <0et F(x) = Cysixz >0, et comme F doit étre dérivable donc continue,
nécessairement F' = C'te d’ou f = 0 ce qui est contradictoire.

In 2.
1.
x— (z—1)e".
g ce qui correspond a l'aire d’'un demi-disque de rayon 1.

2
15
0.
e.
1
5.
¢ = lim f(2), 1 = lim fazeo o) — lim HEmemar ore, don ¢ = lim 17 = 1.
cosr+sinz=1+xz— le — 11‘3 + ix4 +o(z?) et e*sinz =z + a2+ 1903 + o(zt)

0 2 6 24 0 3 )

: 1
esne = 1+2+ 5562 +o(x%) et e©8” se= g:cz + o(z®).

1 1 5 1 2
e + 53:2 + ﬁsﬁl +o(x%) et tanz szt 5563 + 1—53:5 + o(z®).

1 1
In(1 — x) =-—z- 5302 - gxg — = Em” + o(z").
1, 1. 1 (—1)n
t s BT S P I G - LS RPN RS R

arctans = & — 2a° + £2° — 2o 5 1 1% o(z )

2 S 2
f 1—x2dx—f 22 dz = =v/2.

) ) 3

2 2
1

V3 -2
1
5

b

Si | f(z)dz = 0 alors la fonction g = |f| — f positive est d’intégrale nulle donc nulle et f = |f| > 0,
b

si f f(x)dz < 0 alors la fonction g = |f|+ f positive est d’intégrale nulle donc nulle et f = —|f| < 0.

a

www.emmanuelmorand.net 10/12 supTSI1718Maths15



Sup Tsi - Cours de mathématiques XV. Intégration

26) On applique le théoreme de Rolle a la fonction F': x +— f f(t)dt sur l'intervalle [a;b].
27) In2.
28) Six < —1 alors F(z) =In(—1—z) d’ou F'(z) = = f(z).

29) = — —In(cosx).

1
30) F(z) = §(sinx —cosx)e”.
1
31) F(z) = E(5 — cos 2z — 2sin 2x)e”
1
32) F(z) = arctanz + 3 In(1 + z?%).

1 1 1
33) F(z) = Zln(l + %) + §arctanx + §ln 11+ z|.

34) V3 - 2.
3
11
35) —.
6
1
36) 10
15
1 —1
37) On a ¢(x) = F(2?) — F(x) avec F primitive de o d’ott ¢'(x) = :Cl .
n nz
T 1
38) — ——-In2
) 73l
1 3 t2 1 2 t2
39) 5 en remarquant que t°e’” = 575 x 2te" .

1
40) x — z arctanz — §ln(1 + z?).

2 e
— 1
41) ¢ e remarquant que I, = f t(Int)" dt vérifie la relation de récurrence I, = 5(62 —nly_1).
1

2
42) —.

15
43) 1.
44) En posant x = § —t on obtient I = ZWIHQ —Idoul= —7r1n2

45) LHT t)dt = ff dt+f f dt+f t)dt = ff dt+f f dt+ff t)dt = Jf

46) On prouve la formule pour f(z) = 1, f(x) = z, f(x) = 2% et f(x) = 2 puis on procede par linéarité
de l'intégrale.

47) On prouve la formule pour f(x) = 1, f(x) = z, f(x) = 2% et f(x) = 2 puis on procede par linéarité
de l'intégrale.

2 T (42 2 .3
48) Onremarquequeln(1+x)—x+x—zf (=) In® (1+1¢) dtZOetqueln(l%—x)—x—i—x——x—:

2~ ), 2 2 3
T _ #\3

f @ =8 @1 +4) dt <0,
0

6

19) i X3x5x--x(2k—1) 4

T ok ¥ 4+ o(a™).

]
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25
50 ~ —.
) fo) 5 5
1 1 1
51) 1+ 53:2 - §x4 + ExG + o(x9).
52) lim f(z) = lim f(z) = —1.
z—0 z—0
x>0 <0
53) 2(x+1) =2z +1)2+ (x +1)3sin > 3.
2 1 4 2
54) 3t g(:ﬂ -1)+ §(sc —1)2 — §(m —1)3 +o((x —1)%).
55) lim f(z) = lim f(z) = —2.
r—1 r—1
r>1 r<l
1 1 1 1
56) On montre que f(z) = = +1+-X+oX)=z+1+—+o0|— ).
X 2 2x T
57) —— —— = &+ ofx) done (0) =0 ct [/(0) =
s 75 gt Tol@) donc =0e =
1 1 1
58) V1 +sinz =1+ -z — —x? — —2% + o(2?).
0 2 8 48
2
59) arctan— =~ ﬂ
10 3000
3 3 5
60) arccosx S g —r— % - 4—% + o(x9).
1 41 2441
61 = — 2 3 d’ont F(1) — F(0) ~ ——.
) (@) 5 55 + Tgoop® +ol) don F() = F(0) ~ 7505
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