Sup Tsi - Cours de mathématiques

X. Polynémes'

1 Polynomes a une indéterminée

Définition 1. On appelle polynome d’indéterminée X a coefficients dans R ou C une expression de la forme
k=n

P(X)= aptar X +as X%+ +a, X" = Z aka ot ag, ai,as, ..., a, sont des nombres réels ou complexes

k=0
appelés coefficients du polynéme P(X).

On note R[X] l’ensemble des polynémes a coefficients réels.

On note C[X] l’ensemble des polynémes a coefficients complezes.

Exercice 1. Montrer que P(X) =2X? — X +1 et Q(X) = X — 1 sont des polynémes et déterminer leurs
coefficients.

Remarque 1. Le polynéme 2X? — X + 1 et la fonction polynomiale f : x — 2x% — x + 1 sont des objets
mathématiques distincts, nous montrerons cependant que l’on peut identifier un polynome avec sa fonction
polynomiale associée.

Définition 2. On appelle :
— polynéme nul le polynéme P(X) =0,
— polyndéme unité le polynome P(X) =1,
— polynéme constant un polynéme de la forme P(X) = ag avec ay un nombre réel ou complexe,
— monéme un polynéme de la forme P(X) = ap X" avec aj, un nombre réel ou compleze.

k=
Définition 3. On appelle degré d’un polynéme non nul P(X) = ag + a1 X + aoX? + -+ +a, X" = Znaka
et on note deg(P) le plus grand indice k € [0,n] tel que ar # 0, on convient que deg(0) = —oo. =
Le coefficient du mondéme non nul de plus haut degré est appelé coefficient dominant du polynéme P(X).
Un polynéme de coefficient dominant égal a 1 est dit unitaire.

Exemple 1. X° — 1 est un polynéome unitaire de degré 5.

Exercice 2. Déterminer le degré du polynéme P(X) = Z(Qk_4 —k+3)X*
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Définition 4. Opérations sur les polynomes

x>

=m

k=n
Etant donnés deuz polynomes P(X) = Zaka et Q(X) = b X* et un scalaire X réel ou complexe,

k=0 k=0

on définit les polynomes :

o (\P)(X

co —
c1 =
Cy =

C —

k=n
) = chXk avec :
k=0

)\ao
)\a1
)\ag

Aay, pour tout k € [0;n]

max(n,m)

e (P+Q)(X)= Z e X* avec :

ch —
C1

Cy =

C —

k=0
ag + by
ap + by
as + by

ax + bg pour tout k € [0; max(n, m)] en convenant que ar, =0 sik >n et by =0 sik >m
n+m

e (PxQ)(X)= Z e X" avec :

co —
c1 =
Cy =

C =

k=0
apbo
aobi + aibg
agbo + a1b1 + ashg

Z a;bj pour tout k € [0;n 4+ m] en convenant que a; =0 sii >n etb; =0 sij>m
i+j=k

Propriété 1. Pour tous polynémes P,Q, R a coefficients réels ou complexes, on a :

(P+ Q)+ R=P+(Q+ R) (associativité de l’addition)
P+Q=
(PxQ)x R=Px(Q x R) (associativité de la multiplication)
PxQ=
Px(Q+ R)=PxQ+ P xR (distributivité de la multiplication par rapport a ’addition)

Q + P (commutativité de ’addition)

Q x P (commutativité de la multiplication)

Exercice 3. On considére les polynémes P = X2 +1 et Q = X3 + X, calculer le polynéme (P + Q)2.

Propriété 2. On considére deux polynémes P et QQ non nuls a coefficients réels ou complexes, alors

| deg(P x Q) = deg(P) + deg(Q)] -

Remarque 2. Dans le cas ou un des deuzx polynomes est nul, la propriété reste valable en convenant que
(—0)+m=n+(—00) = -0 et (—0) + (—00) = —oc.

Exercice 4. Etant donnés deuz polynémes P et QQ non nuls a coefficients réels ou complexes, a-t-on
deg(P + @) = max(deg(P), deg(Q)) ?
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2 Arithmétique dans R[X] et C[X]

On se place désormais dans K[X] avec K =R ou C.

Définition 5. On considére A, B € K[X]. S’il existe C € K[X] tel que A = B x C on dit que A est un
multiple de B et que B est un diviseur de A.

Exemple 2. Les polynémes X —1 et X +2 sont des diviseurs du polynéme X2+ X —2 car (X —1)(X +2) =
X2+ X -2

Remarque 3. Un polynome non nul est divisible par n’importe quel polynome constant non nul, par exemple
le polynome X? + X — 2 est divisible par 3 car X?> + X —2 = ?)(%X2 + %X — %)
Propriété 3. Si un polynome B divise un polynome A non nul alors deg(B) < deg(A).

Exercice 5. Déterminer tous les diviseurs unitaires de degré 1 ou 2 du polynéme X3 + X dans C[X] en
cherchant les coefficients a,b,c tels que X3 + X = (X +a)(X? +bX +¢).

Propriété 4. Division euclidienne

On considére A, B € K[X] avec B # 0 alors il existe un unique couple (Q,R) € K[X] x K[X] tel que
A=BXxQ+R etdeg(R) < deg(B), les polynomes Q et R sont respectivement appelés quotient et reste de
la division euclidienne de A par B.

Exemple 3. division euclidienne du polynome 3X3 — 2X? + 2 par le polynome X — 1

3X3 —2X? +2 | X -1
—(3X3 -3X?) 3x?
X? +2
—(X? -X) X
X 42
—(x -1
3

On a donc 3X3 —2X2+2=(X-1)3X%2+ X +1)+3.
Exercice 6. Effectuer la division euclidienne du polynome X3 4+ X% + X + 1 par le polynéme X + 3.

Propriété 5. On considére A, B € K[X| avec B # 0 alors B est un diviseur de A si et seulement si le reste
de la division euclidienne de A par B est nul.

Exercice 7. Montrer que le polynéme X? + 1 est un diviseur du polynéme X° +2X? — X + 2.

223 + 22

admet une asymptote
o ymp

Exercice 8. Montrer que la courbe représentative de la fonction f : xr +—

oblique en oo et en donner une équation réduite.
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3 Racines d’un polynome

Définition 6. On dit que o € K est une racine du polynéme P € K[X] dans K si P(a) = 0.

Remarque 4. Dans cette définition, P(«) représente l'image de o par la fonction polynomiale associée au
polynome P.

Exercice 9. Déterminer les racines du polynéme X + X dans C.

Propriété 6. | Un polynome de K[ X]| admet o € K pour racine si et seulement si il est divisible par X — a.

Exercice 10. Déterminer les racines réelles du polynéme X3 — 2X + 1. (on pourra chercher une racine évidente)

Définition 7. Etant donnée une racine oo d’un polynoéme P € K[X] non nul, on définit son ordre de multi-
plicité comme le plus grand entier m tel que (X — «)™ divise P.

Remarque 5. L’ordre de multiplicité d’une racine d’un polynéme P non nul est un entier compris entre 1
et deg(P).

Exercice 11. Montrer que 1 est une racine du polynéme X* — X3 — X + 1 et déterminer son ordre de
multiplicité.

Propriété 7. Si un polynéome non nul admet p racines distinctes a1, o, ..., 0, d’ordres de multiplicité
respectifs my,ma, ..., my alors P est divisible par (X — aq)™ (X —a2)™ ... (X —ap)™.

Corollaire 1. Un polynome non nul de degré n posséde au plus n racines comptées avec leur ordre de
multiplicité.

Exemple 4. Le polynome (X +3)(X —4)? de degré 3 admet —3 et 4 pour racines et leurs ordres de multiplicité
sont 1 et 2 donc il admet 3 racines en comptant avec leurs ordres de multiplicité.

Exercice 12. Déterminer un polynome a coefficients réels de degré 3 tel que la somme des ordres de multi-
plicité de ses racines réelles soit strictement inférieure a 3.

Corollaire 2. Un polynome admettant une infinité de racines distinctes est nul.

Corollaire 3. Une fonction polynomiale est nulle si et seulement si tous ses coefficients sont nuls. Deuz
fonctions polynomiales sont égales si et seulement si elles ont mémes coefficients.
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4 Décomposition d’un polynome en produit de facteurs irréductibles

Définition 8. Un polynome P € K[X] est dit irréductible dans K[X] s’il est de degré supérieur ou égal a 1
et si ses seuls diviseurs sont les polynomes A et AP avec \ € K*.

Remarque 6. Un polynome irréductible n’admet pas de factorisation non triviale.

Exemple 5. Le polynéme X2 —1 n’est pas irréductible dans K[X] car X?—1 = (X —1)(X +1), les polynémes
X —1 et X 4+ 1 sont irréductibles dans K[X].

Propriété 8. Un polynome P € K[X] de degré 1 est irréductible dans K[X].
Exercice 13. Montrer que le polynéme X2 + 1 est irréductible dans R[X| mais réductible dans C[X].

Propriété 9. Un polynome P € K[X] de degré supérieur ou égal a 2 admettant une racine dans K est
réductible dans K[X].

Exercice 14. Déterminer un polynome de R[X]| réductible dans R[X] qui n’admet pas de racine réelle.

Théoréme 1. Théoreéme fondamental de ’algebre

Tout polynome de C[X] de degré supérieur ou égal ¢ 1 admet au moins une racine dans C.

Corollaire 4. Les polynomes irréductibles de C[X] sont les polynémes de degré 1.

Propriété 10. Soit P € R[X], si « est une racine complexe de P alors & est aussi une racine de P avec la
meéme multiplicité.

Propriété 11. Les polynomes irréductibles de R[X] sont les polynomes de degré 1 et les polynomes de degré
2 n’admettant pas de racine réelle.

Théoréme 2. Théoreme fondamental de ’arithmétique

Tout polynome de K[X] de degré supérieur ou égal a 1 se décompose de maniére unique en produit d’une
constante non nulle et de polynémes irréductibles unitaires a l’ordre des facteurs preés.

Exercice 15. Décomposer le polynome X3 — X2 + X — 1 en produit de polynémes irréductibles dans R[X]
puis dans C[X].

Corollaire 5. Tout polynéme P € C[X] peut s’écrire sous la forme P(X) = A(X —a1)™ (X —ag)™ ... (X —

ap)™ avec X un nombre complexe et aq,aa,. .., q, des nombres complezes distincts, on dit que P est un
polynoéme scindé.

Remarque 7. Si P est non nul, on a mi +mg + - -+ my, = deg(P).
Exercice 16. Décomposer le polynéme X + X2 + X + 1 en produit de facteurs irréductibles dans C[X].

Corollaire 6. Tout polynome P € R[X] peut s’écrire sous la forme P(X) = A X —a1)™ (X —ag)™ ... (X —
ap)™ (X2 4 81X +91)" (X2 + BaX +792)™2 .. (X2 + B, X + 7)™ avec X un nombre réel et ay,aa, ..., qp;
Bi, B2, By €t 1,72, ..., Vq des nombres réels avec B — dyp < 0 pour tout k € [1,q].

Exercice 17. Décomposer le polynéme 4X3 —4X? + X — 1 en produit de facteurs irréductibles dans R[X].

Propriété 12. Somme et produit des racines d’un polynéme scindé
On considére un polynéme de degré n > 1 scindé P(X) = ag+ a1 X +aaX?+ - +a, X" = AM(X —ay)(X —
an—1 ao

et|lagag...ap = (—1)"—
(7% Qnp

az) ... (X —ayp) dlors a1 +as+ -+ ay, = —

Exercice 18. Montrer que le polynome X3 — 3X — 1 admet trois racines réelles et déterminer leur somme
et leur produit.
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5 Polynome dérivé
k=n
Définition 9. On appelle polynome dérivé d’un polynome P(X) = ag+a1 X +aosX?+---+a, X" = Z ap X"
k=0
0, sin=20

R , _ k=n
le polynome P'(X) = a1+ 265X + -+ + na, X7~ = Zkaka_l Csin>0
k=1

—o0 , sideg(P) <0

Propriété 13. On considére P € K[X] alors|deg(P') = { deg(P) —1 . si deg(P) > 0

Propriété 14. Si P,Q € K[X] et A € K alors (P+ Q) =P’ + Q', (\P) = AP’ et (PQ) = P'Q + PQ'".
Remarque 8. On peut également définir par récurrence la dérivée k-iéeme d’un polyndome.
Exercice 19. On considére P,Q € K[X], déterminer (PQ)" et (PQ)" .

Théoréme 3. Formule de Leibniz
On considére deux polynomes P,Q € K[X]| et n € N alors :

(P x Q)™ — kff < " ) P Q)

k=0

Exercice 20. Ezprimer la dérivée 3-ieme de P(X)Q(X) puis de X3>P(X) a l'aide de la formule de Leibniz.

n!

mX”_k pour tout k € [0,n].

Propriété 15. On note P(X) = X" avec n € N, alors P®)(X) =

Exercice 21. On considére le polynéme P(X) = X", calculer P*)(0) pour k € [0, n].

Théoréme 4. Formule de Taylor en 0
On considére un polynome P € K[X] de degré n € N alors :

P"(0) P™(0) — P®)(0)
— / 2 n __ k
P(X) = P(0) + P(0)X + — =X 4+ — =X =y o X
k=0
Corollaire 7. Formule de Taylor en o
On considére un polynéme P € K[X] de degré n € N et a € K alors :
P’(a) P (a) St M)
— / 2 no__ k
P(X) = P(a) + P(@)(X —a) + 5= (X —a)? 44 —— (X —a) _kz o (X —a)
=0

Corollaire 8. | On considére un polynéme P € K[X] non nul alors a € K est une racine d’ordre m
de P si et seulement si P(), P'(),..., P D(a) =0 et P(™(a) # 0.

Exercice 22. Montrer que 1 est une racine du polynéme X* — X3 — X + 1 et déterminer son ordre de
multiplicité.
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Exercices supplémentaires
Exercice 23

On considere le polynéme P(X) = X? — X + 1. Calculer (P(X))? et P(P(X)).

Exercice 24

Déterminer le degré du polynome P(X) = (1 + X?)(2 + X?)(3 + X?) — (3X + X3)2

Exercice 25

Déterminer un polynoéme P tel que P(0) =1, P(1) =2, P(2) =4 et P(3) =8.

Exercice 26 ()

k=n

Etant donné n € N, on considere le polynome P,(X) = Z < Z
k=0

Calculer Py(X), P1(X), P»(X) et P3(X), que peut-on dire de P,,(X) pour n € N?

) Xk - x)nk,

Exercice 27 (x)
Montrer qu'un polynéme P € C[X] est pair si et seulement si il existe un polynéme @ € C[X] tel que
P(X) = Q(X?).
Exercice 28 (x)
Etant donné n € N, on définit le polynome P,(X) = (X2 +1)" + (X2 —1)" — 2X 2",
Calculer Py(X), P1(X), Pa(X) et P3(X) puis déterminer le degré de P,,(X) en fonction de n.
Exercice 29
Déterminer les polynémes P € C[X] vérifiant 1’égalité (P(X))* = XP(2X +3) + 4.
(on pourra commencer par déterminer le degré de P)
Exercice 30 ()
Déterminer les polynomes P € C[X] vérifiant 1'égalité P(X?) = (X2 + 1)P(X).
(on pourra commencer par déterminer le degré de P)
Exercice 31 (x)
Déterminer les polynomes P € C[X] vérifiant I’égalité P(P(X)) = P(X).
(on pourra commencer par déterminer le degré de P)
Exercice 32 ()
Montrer que X? divise (X 4+ 1)" —nX — 1 pour tout n € N*.
(on pourra commencer par déterminer les coefficients des mondémes de degré 0 et 1)
Exercice 33

Déterminer le quotient et le reste de la division euclidienne de X3 + X2 +9 par X2 — 2X + 3.
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Exercice 34

Déterminer le quotient et le reste de la division euclidienne de X4 +4iX? 4+ 1 par X2 +iX + 1.

Exercice 35 ()

Déterminer les réels a et b tels que le polynome X2 + aX + 1 divise le polynéme X* 4+ bX? + 1.

Exercice 36 (x)

Déterminer les polynémes P € C[X] de degré 3 dont le reste de la division euclidienne par X2 — 1 est
1 — X et dont le reste de la division euclidienne par X2 + 1 est X — 1.
Exercice 37 (x)

On consideére deux nombres complexes « et § distincts et un polynéme P € C[X]. Exprimer le reste de
la division euclidienne de P(X) par (X — a)(X — ) en fonction de P(a) et P(p).
Exercice 38

Déterminer les racines réelles ou complexes des polynémes X2 — 1 et X4 — 1.

Exercice 39

Déterminer les racines réelles ou complexes du polynome X4 + X3 —2X? — X + 1.

Exercice 40 (x)

Déterminer les racines réelles ou complexes du polynéme X° — 1.

Exercice 41

On considére le polynome P(X) = X% +2X* + X3 + X2 + 2X + 1. Montrer que —1 est racine de P et
déterminer son ordre de multiplicité.
Exercice 42

Décomposer le polynome P(X) = X3 — X2 + 2iX — 2i en produit de facteurs irréductibles dans C[X].

Exercice 43

Décomposer le polynéme P(X) = X% — 1 en produit de facteurs irréductibles dans R[X] et dans C[X].

Exercice 44

Décomposer le polynéme P(X) = X3 — 2X? + 2X en produit de facteurs irréductibles dans R[X] et
dans C[X].
Exercice 45

Montrer que i est une racine complexe du polynome P(X) = X* + X3 4+ 2X2 + X + 1, en déduire une
factorisation de P(X) dans R[X].
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Exercice 46 (x)

Décomposer le polynéme X™ — 1, n € N* en produit de facteurs irréductibles dans C[X].

Exercice 47

Montrer que le polynéme X2 — X2 —2X +1 admet trois racines réelles distinctes «, 3 et v et déterminer
pour chacune de ces racines un encadrement par deux entiers consécutifs, calculer leur somme et leur produit.
Exercice 48 (¥)

Déterminer les racines complexes du polynome 4X3 + 24X? 4 47X + 33 sachant que la somme de deux
des racines est égale a la troisieme.
Exercice 49 (xx)

Déterminer un polynome de degré 3 admettant trois racines distinctes «, 8 et v vérifiant a+ 8+~ = 1,
2+ B2+ =2eta’d+ 83+~ =3.
Exercice 50 (x)

On considére un nombre complexe o et un polynéme P € C[X]. Exprimer le reste de la division
euclidienne de P(X) par (X — «)? en fonction de P(a) et P'(a).
Exercice 51 (x)

Déterminer les polynomes P € C[X] tels que 3P(X) = XP/'(X) + P"(X).
(on pourra commencer par déterminer le degré de P)
Exercice 52 ()

Déterminer les polynoémes P € C[X] vérifiant 1’égalité P'? = 4P.

(on pourra commencer par déterminer le degré de P)

Exercice 53 (x)

1
Déterminer les polynomes P € C[X] vérifiant I’égalité P’ + P = — X" avec n € N.
n!

Exercice 54

Déterminer un polynéme P tel que P(0) =1, P'(0) =2, P"(0) =4 et P"'(0) = 8.

Exercice 55

Déterminer P € C[X] tel que P(1) =0, P'(1) =1, P"(1) = 2 et P®)(1) = 0 pour tout k > 3.

Exercice 56

Montrer que le polynéme P(X) =1— X + X2 —9X? +8X'0 est divisible par (X — 1)2.
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Exercice 57 (x)

Déterminer z € C pour que le polynéme P(X) = X3 + 3X + 2 admette une racine double, factoriser
dans ce cas le polynéme P(X).
Exercice 58 (x)

Montrer que 1 est racine du polynéme nX" ! — (n 4 1)X™ + 1 pour n € N* et déterminer son ordre.

Exercice 59 (%)

Montrer que le polynéme X"*2 — X + 1 n’admet que des racines simples pour tout n € N.

Exercice 60 (xx)

k=n
Xk
Montrer que pour tout n € N le polynéme P,(X) = Z T possede n racines distinctes dans C.
k=0
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Réponses

1) P(X)=1X"4+ (=) X' +2X? et Q(X) = —1X°+0X' +0X2 +0X3 +0X* + 1X°.

Y

as = a4 =0 et ag = 2750.

3) (P+Q)2=1+2X +3X?+4X3+3X*+2X° + X6.
4 OnconsuflereP(X):1—|—X2 et Q(X)=1- X2
—i, X +iet X?—iX, X?+iX, X2+ 1.
X3+X2+X+1_(X+3)(X2—2X+7)—20

) XP+2X2 - X +2=(X2+1)(X?- X +2).

4z + 2

242

(S

6

8) On montre que f(z) =2z +1—

10) 1, =155 of =18V5

11) 1 est racine d’ordre 2 du polynéme X4 — X3 — X + 1.
X(X?+1).

On cherche un diviseur unitaire de degré 1.

12
13
14 (X2 +1)2.

15 “ X2 X +1=(X -1)(X24+1) = (X - 1)(X —i)(X +19).

16) X3+ X2+ X 4+ 1= (X +1)(X —i)(X +1).

4X3 —4X2 4+ X —1= (X —1)4X2+1).

La fonction f : x> xd—3x—1, s’annule en «, S et yavec -2 < a << -1, -1 <8<0et 1 <vy<2
deplusa+p+v=0et afy=1.

(PQ)" = P"Q+2P'Q" + PQ" et (PQ)" = P""Q +3P"Q' +3P'Q" + PQ".

20) (PQ)" = P’”Q +3P"Q" + 3P’Q” + PQ" d’ot1 6P + 18X P' + 9X?P" + X3pP".

17

)
)
)
)
) X
)
)
)
9) 0,iet —i.
)
)
)
)
)
) X
)
)
18)

)
)
)
)
23) (P(X))?=X*-2X3+3X2-2X+1let P(P(X))=X*—-2X3+2X2 - X +1.
)
)
)

k=n
27) On montre que P(X) = Z ap X2k,

28) deg(P) = —oosin <2 et deg(P)=2n—4sin > 2.

29) P(X)=2(X+1).

30) P(X)=a(X?—1) avec a € C.

31) P est un polynome constant ou le polynome identité.

32) ap = (8)—1206‘5@1:(?)—12:0.

33) Q(X)=X+3et R(X)=3X.

34) Q(X) = X% —iX + (—2+1) et R(X)=(1+3i)X + (3 —1).
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Sup Tsi - Cours de mathématiques X. Polynémes
35) R(X)=a(2—b—a®>)X +(2—b—a?) doua®+b=2.
36) P(X)=—X3+ X2

P _
(-P@) ,

a—p a—p
38) 1;—1 +i¥2; —1 —i¥3 et 1;4;—1; —i.
39) Les racines sont 1, —1, _1‘2“/5 et _15‘/5 car P(X) = (X —1)(X +1)(X?2+ X —1).

37) R(X) =

ik
40) z, = e 5" pour k = 0,1,2,3,4 car le nombre de racines ne peut pas étre supérieur au degré du

polynome.

41) —1 est une racine d’ordre 3 du polynéome P car P(X) = (X +1)3(X? — X +1).
42) P(X)=(X -1)(X —14+)(X +1—19).
43) P(X)=(X - 1)(X+1)(X2+1) = (X - 1)(X + 1)(X —i)(X +1).
44) P(X) = X(X?2-2X +2) = X(X —1—4)(X — 1+14)
45) P(X) = (X?+1)(X2+ X + 1).

k=n—1
46) X" —1= [ (X —e").

k=0

47) 2 <a<-1,0<f8<l,l1<y<2deplusa+f+y=1et afy=—1.

—3-iV/2 ot —3+iV2

48) =3, —— 5

49) 6X3 —6X%2 - 3X — 1.

50) P(X)=P'(a)(X — a) + P(«).

51) P(X) = aX(X?+3) avec a € C.

52) P=0ou P = (X +a)? avec a € C.
S Dt

53) P(X) =) X~
k=0

4
54) P(X)=1+2X+2X2+ §)(3.

(X —1)?
2!
On remarque que P(1) = P/(1) = 0.

) =X*-X.
)
57) 2= —2iet P(X) = (X +2i)(X —i)2ouz=2iet P(X)= (X —2i)(X +1)2
)
)

P(X)=0+1(X —1)+2

1 est racine d’ordre 2.

n+2 1

59) Une racine double o de P est racine de P’, on obtient o = >1et o™l = <1
n+1 n—+ 2
XTL
60) On remarque que Pn(X) = — + P!(X) et on en déduit que P, ne posséde pas de racine d’ordre
n!

supérieur ou égal a 2.
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