Sup Tsi - Cours de mathématiques

XVI. Probabilités'

1 Espaces probabilisés

1.1 Vocabulaire des probabilités

Définition 1. On appelle expérience aléatoire une expérience dont le résultat est li¢ au hasard. Chaque
résultat possible est appelé une issue, l’ensemble des issues est appelé univers.

Exemple 1. Le lancer d’une piéce est une expérience aléatoire dont l'univers est Q = {P, F'}. Le lancer d’un
dé cubique est une expérience aléatoire dont l'univers est Q = {1,2,3,4,5,6}.

Exercice 1. On considére le lancer de deux dés cubiques, déterminer l'univers de cette expérience aléatoire
selon qu’ils sont discernables ou indiscernables.

Définition 2. On appelle événement un ensemble d’issues, c’est a dire une partie de ['univers. On distingue :
— ¢événement élémentaire : il ne contient qu’une seule issue.
— événement impossible : il ne contient aucune issue.
— événement certain : il contient toutes les issues.

Exercice 2. On considére le lancer d’un dé cubique ainsi que les événements suivants :

A «le 5 sort »

B : « un multiple de 2 sort »

C : «un multiple de 7 sort »

D : «un nombre inférieur a 7 sort »
Déterminer les issues des événements A, B, C et D et déterminer s’ils sont élémentaires, impossibles ou
certains.

Définition 3.
— On note E1 N By lintersection de deux événements, c’est l’ensemble des issues appartenant a Eq et
a Es.
— On note E1 U Ey ['union de deux événements, c’est l’ensemble des issues appartenant o Eq ou a Eo.
— On note E le contraire de l’événement E, c’est l’ensemble des issues qui n’appartiennent pas o .
— Deuz événements E1 et Fo sont dits incompatibles si 'y N Ey = (), c¢’est a dire qu’ils ne peuvent se
réaliser en méme temps.

Remarque 1. B
Q=10 =0 E=EFE E et E sont incompatibles

Exercice 3. On considére les événements A, B, C et D de l’exercice 2, déterminer AU B, AND, B et
montrer que A et B sont incompatibles.

Définition 4. On appelle systéeme complet d’événements d’une expérience aléatoire un ensemble d’événe-
ments deux a deux incompatibles dont la réunion est l'univers de l’expérience aléatoire.

Exemple 2. {{1},{2},{3},{4},{5},{6}} est un systéme complet d’événements du lancer d’un dé cubique.

Exercice 4. Déterminer un systeme complet d’événements du lancer d’un dé cubique composé de trois évé-
nements non impossibles ou élémentaires.
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1.2 Notion de probabilité

Définition 5. On appelle probabilité sur un univers 2, une application P : P(2) — [0;1] telle que P(2) =1
et P(Ey1 U Ey) = P(Ey) + P(E2) pour tous E1, Es € P(Q) avec E1 N Ey = (.
Le couple (2, P) est appelé espace probabilisé.

Remarque 2. On a P(0) = 0.

Propriété 1. | On considére un espace probabilisé (X2, P), alors :
e Pour tout E € P(?), on a P(E) =1— P(E).

e Pour tous Ey, Ey € P(Q) avec Ey C Ea, on a P(E,) < P(E»).
o Pour tous E1,Ey € P(2), on a P(Ey1 U Ey) = P(E) + P(E3) —
P(El N Eg)
Propriété 2. On considére un univers fini Q = {ey,ea,..., ey} et des réels p1,pa,...,p, positifs de somme
égale a 1, alors il existe une unique probabilité P sur Q) telle que P({ex}) = px pour tout k € [1,n].
Si de plus p1 = pa = -+ = py, la probabilité est dite uniforme.

Exemple 3. On considére le lancer d’un dé cubique équilibré :

0={1,23,4,5,6y  P({1}) = P({2}) = P({3}) = P({4}) = P({5}) = P({6}) = é

On consideére le lancer d’un dé cubique truqué :
0={123456) PUSH=5 PUIN=P{4)=PIH=¢ PU2H=P(3) =15

Propriété 3. Etant donné un univers fini muni d’une probabilité, la probabilité d’un événement est égale a
la somme des probabilités associées aur issues composant celui-ci.

Exercice 5. Calculer la probabilité d’obtenir un nombre pair dans le cas du dé truqué de ’exemple 3.

Propriété 4. On considere un univers £ contenant n issues muni d’une probabilité uniforme P, alors si E
est un événement contenant p issues on a :

p  nombre d’issues favorables

n nombre total d’issues

Exercice 6. Calculer la probabilité d’obtenir un nombre pair dans le cas du dé équilibré de ’exemple 3.

1.3 Indépendance et conditionnement
Exercice 7. On considére une urne contenant 7 boules rouges et 13 boules vertes indiscernables et on tire
successivement sans remise deux boules de l'urne.

1. Déterminer au moyen d’un arbre l'univers de cette expérience aléatoire.

2. Déterminer la probabilité de chacun des événements suivants :
— « on obtient une boule rouge au premier tirage »
— <« on obtient une boule rouge au premier tirage et une boule rouge au second tirage »

3. Quelle est la probabilité d’obtenir une boule rouge au deuriéme tirage sachant que l’on a obtenu une
boule rouge au premier tirage ¢
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Définition 6. On considére un espace probabilisé (S, P) et deur événements A et B avec P(B) # 0. On

appelle probabilité de A sachant B :
P(ANB)
Pg(A) = ————=

Exercice 8. Calculer la probabilité d’obtenir un numéro pair sachant que 'on n’obtient pas un siz dans le
cas du dé truqué de l’exemple 3.

Propriété 5. On considére un espace probabilisé (Q, P) et un événement B tel que P(B) # 0, alors l'appli-
cation Pg : A Pp(A) est une probabilité sur €.

Propriété 6. | Formule des probabilités composées
On considére un espace probabilisé (2, P) et deux événements A et B
avec P(B) # 0, alors P(AN B) = P(B) x Pg(A).

Définition 7. On considére un espace probabilisé (2, P), deux événements A et B sont dits indépendants si
P(ANnB)=P(A) x P(B).

Remarque 3. Deuz événements A et B avec P(B) # 0 sont indépendants si et seulement si Pg(A) = P(A).

Exercice 9. Les événements « obtenir un numéro pair » et « obtenir un multiple de trois » sont-ils des
événements indépendants dans le cas du dé équilibré et du dé truqué de l’exemple 3 7

Définition 8. On considére un espace probabilisé (2, P), des événements E1, FEs ... E, sont dits
— deux a deux indépendants si pour tous i,j € [1,n] distincts, P(E; N E;) = P(E;) x P(Ej).
— mutuellements indépendants si pour tout p € [2,n] et pour tous iy,ia,...,ip, € [1,n] distincts,
P<Ez1 NE;,N--- ﬂEip) = P(Ezl) X P(Eu) X eee X P(Ezp)

Exercice 10. On lance deuzx fois successivement un dé cubique équilibré et on considére les événements
sutvants :

Eq o «le résultat du premier lancer est pair »

FEs : «le résultat du second lancer est pair »

FEs3 : «la somme des résultats du premier et du second lancer est impaire »
Les événements E1, Es et E3 sont-ils deur a deuz indépendants et/ou mutuellement indépendants ?

Propriété 7. | Formule des probabilités totales

On considére un espace probabilisé (2, P) muni d’un systéme complet d’événements
{E1,Es,...,E,} de probabilités non nulles, alors pour tout événement E on a
P(E)= P(Ey) x Pg,(E)+ P(E2) X Pg,(E)+---+ P(E,) x Pg,(E).

Exercice 11. Calculer la probabilité d’obtenir une boule rouge au deuziéeme tirage dans l’expérience de l’exer-
cice 7.

Propriété 8. | Formules de Bayes
On considére un espace probabilisé (Q, P) muni d’un systéme complet d’événements
{E1, Es,...,E,} de probabilités non nulles et trois événements A, B, E de probabilités non
P4(B) x P(A Pg (E) x P(E; .
nulles, alors Pp(A) = W et Pp(E;) = k:nEl( ) (E:) , i€ [1,n]
> P(Ey) x Pg,(E)

k=1

Exercice 12. Calculer la probabilité d’obtenir une boule rouge au premier tirage sachant que I’on a obtenu
une boule rouge au second tirage dans l’expérience de ’exercice 7.
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2 Variables aléatoires

2.1 Notion de variables aléatoire

Définition 9. Etant donné un univers Q, on appelle variable aléatoire X sur Q toute fonction de €0 dans R.

Exemple 4. La somme des résultats obtenus lors de deux lancers successifs d’un dé cubique est une variable
aléatoire.

Remarque 4. Si ¢ est une fonction de R dans R, Y = @o X est une variable aléatoire que l’on notera p(X).

Définition 10. On considére une variable aléatoire X sur un univers Q, t € R et A C R. On note X € A
Uévénement X1 (A), X = x lévénement X 1 ({x}) et X < x l"événement X ~1(]—o0;z]).

Exercice 13. On note X la somme des résultats obtenus lors de deux lancers successifs d’un dé cubique
équilibré. Déterminer P(X = 6) et P(7 < X < 10).

Définition 11. On appelle loi de probabilité d’une variable aléatoire X définie sur un espace probabilisé
(Q, P), Uapplication Px : X(Q2) — [0; 1]
xr +— PX=u2x

Exercice 14. Déterminer la loi de probabilité de la somme des résultats obtenus lors de deux lancers successifs
d’un dé cubique équilibreé.

Propriété 9. Py est une probabilité sur X ().

Définition 12. On appelle fonction de répartition d’une variable aléatoire X définie sur un espace probabilisé

(Q, P), Uapplication Fx : R — [0; 1]
r — P(X <)

Exercice 15. Représenter graphiquement la fonction de répartition de la somme des résultats obtenus lors
de deux lancers successifs d’un dé cubique équilibré.

Propriété 10. On considére une variable aléatoire X sur un espace probabilisé (2, P) alors pour tous x1,x2 €
R avec x1 < xg, P(x1 < X < x9) = Fx(x2) — Fx(z1).

2.2 Espérance et variance d’une variable aléatoire

Définition 13. On appelle espérance d’une variable aléatoire X sur un espace probabilisé (2, P) fini, E(X) =

Z P({w})X(w). Une variable aléatoire X telle que E(X) = 0 est dite centrée.
we

Exercice 16. Calculer l'espérance de la somme des résultats obtenus lors de deux lancers successifs d’un dé

cubique équilibré.

Propriété 11. On considére une variable aléatoire X sur un espace probabilisé (2, P) fini, alors E(X) =

Z zP(X = x).

z€X(Q)

Remarque 5. L’espérance d’une variable aléatoire correspond a la moyenne pondérée de ses valeurs par
leurs probabilités d’apparition.
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Propriété 12. | Linéarité de ’espérance
On considére deuz variables aléatoires X et'Y sur un espace probabilisé (2, P) fini et deux
réels X et p, alors E(AX + pY) = AE(X) + pE(Y).

Exercice 17. Utiliser la linéarité de l’espérance pour simplifier le calcul de 'exercice 16.

Propriété 13. | Théoreme de transfert
On considére une variable aléatoire X sur un espace probabilisé (2, P) fini et une fonction

¢:R =R, alors E(p(X)) = Z o(z)P(X =z).
zeX(Q)

Exercice 18. Calculer l’espérance du carré de la somme des numéros obtenus lors du lancer de deuxr dés
cubiques équilibrés.

Définition 14. On appelle variance d’une variable aléatoire X sur un espace probabilisé (2, P) fini, V(X) =
E (X — E(X))?). Une variable aléatoire X telle que V(X) =1 est dite réduite.

On appelle écart type d’une variable aléatoire X sur un espace probabilisé (2, P) fini, o(X) = /V(X).

Remarque 6. La variance d’une vartable aléatoire correspond a la moyenne pondérée du carré des écarts a
l’espérance de ses valeurs par leurs probabilités d’apparition.

Remarque 7. V(X) =0 <= X = E(X).

Exercice 19. Calculer la variance et l’écart type de la somme des résultats obtenus lors de deux lancers
successifs d’un dé cubique équilibré.

Propriété 14. | On considére une variable aléatoire X sur un espace probabilisé (2, P) fini et deux réels a
etb, alors V(aX +b) = a?V(X).

Propriété 15. | Formule de Koenig-Huygens
On considére une variable aléatoire X sur un espace probabilisé (2, P) fini,

alors V(X) =E(X?) - E(X)2.

Exercice 20. Vérifier la formule de Koenig-Huygens pour la variable aléatoire de l’exercice 19.

Propriété 16. | Inégalité de Bienaymé-Tchebychev
On considére une variable aléatoire X sur un espace probabilisé (Q, P) fini et a €]0; 400,

V(X
alors P(|X —E(X)| >a) < 22 )
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2.3 Lois de probabilités usuelles

Définition 15. On dit qu’une variable aléatoire X sur un univers probabilisé (2, P) suit une loi certaine si
il existe a € R tel que P(X =a) = 1.

Remarque 8. Si X suit une loi certaine, E(X) =a et V(X) =0.

Définition 16. On dit qu’une variable aléatoire X sur un univers probabilisé (2, P) suit une loi uniforme si

1
il existe n € N* et ay,aq9,...,a, € R tels que P(X = ag) = — pour tout k € [1;n].
n

Exemple 5. Le résultat du lancer d’un dé cubique équilibré suit une loi uniforme.

Lemme 1. On considére n € N*, alors

n(n+1) = 5 nn+1)2n+1)
k=—"1¢€t k* = .
> 2 5

Propriété 17. | On considére une variable aléatoire X sur un univers probabilisé (0, P) telle que

1 1 2_1
P(X:k):ﬁpourtoutke[[l;n]] alorsE(X):n;_ etV(X):n12 )

P) suit une loi de Bernoulli

Définition 17. On dit qu’une variable aléatoire X sur un univers probabilisé (€2,
X=0)=1-p.

de parametre p notée B(p) si il existe p € [0;1] tel que P(X =1) =p et P(
Remarque 9. On note parfois g =1 —p.

Exemple 6. Le nombre de Pile obtenus lors du lancer d’une piéce équilibrée suit une loi de Bernoulli de

parameétre 3

Propriété 18. | On considére une variable aléatoire X sur un univers probabilisé suivant une lot
de Bernoulli de parameétre p alors E(X) =p et V(X) = p(1 — p).

Exercice 21. On lance n fois une piéce équilibrée. Calculer la probabilité d’obtenir k fois pile, k € [0;n].

Définition 18. On dit qu’une variable aléatoire X sur un univers probabilisé (2, P) suit une loi binomiale
de parametres n et p notée B(n,p) si il existe n € N* et p € [0;1] tels que P(X = k) = ( Z >pk(1 —p)nk
pour tout k € [0;n].

k=n
Remarque 10. 57 une variable aléatoire X suit une loi binomiale alors Z P(X=k)=1.
k=0

Exemple 7. Le nombre de Pile obtenus lors de n lancers successifs d’une piéece équilibrée suit une loi bino-

) . 1
miale de parameétres n et 3

Exercice 22. On lance n fois une piece équilibrée. Calculer le nombre moyen de piles obtenus.

Propriété 19. | On considere une variable aléatoire X sur un univers probabilisé suivant une loi
binomiale de paramétres n et p alors E(X) =np et V(X) =np(1 —p).
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Exercices supplémentaires
Exercice 23

On lance successivement un dé cubique jusqu’a ce que le total des nombres obtenus soit supérieur ou
égal a 3.
Déterminer 'univers de cette expérience aléatoire.

Exercice 24

On considére une urne contenant /N boules blanches et N boules noires indiscernables et on tire succes-
sivement sans remise toutes les boules de 'urne.
Déterminer le nombre d’issues de cette expérience aléatoire.

Exercice 25

Déterminer le nombre d’anagrammes du mot probabilité.

Exercice 26

On considere un dé cubique déséquilibré tel que la probabilité d’apparition d’une face soit proportionnelle
au nombre qu’elle porte.
Déterminer la probabilité d’apparition de chacune des faces.

Exercice 27

On lance trois fois de suite une piece équilibrée. Calculer la probabilité d’obtenir au moins deux fois
Pile.
Exercice 28 (x)

On considere deux dés cubiques équilibrés, est-il avantageux de parier sur I'apparition d’au moins un
six lorsque 'on lance quatre fois un dé et sur I'apparition d’au moins un double six lorsque 'on lance
vingt-quatre fois deux dés?

Exercice 29 ()

On considere trois verres opaques retournés dont 1'un seulement cache une piece d’or. Apres que le joueur
a choisi un des verres, le maitre du jeu retourne parmi les deux verres non désignés un verre ne contenant
pas la piece d’or et propose au joueur de modifier son choix. Le joueur doit-il confirmer ou infirmer sa
réponse ?
Exercice 30

On lance dix fois de suite une piece équilibrée. Calculer la probabilité d’obtenir cing fois Pile.

Exercice 31

On tire cing cartes au hasard dans un jeu de 52 cartes.
Quelle est la probabilité que cette main soit un Full(trois cartes de méme rang et deux cartes de méme rang) 7
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Exercice 32 (x)

Déterminer dans un groupe de 30 personnes, la probabilité que deux au moins aient la méme date
d’anniversaire. (on ne prend pas en compte I'existence du 29 février)
En calculer une valeur approchée. (on pourra approcher un produit de n nombres par la n-ieme puissance de leur

moyenne arithmétique)

Exercice 33

On considere deux urnes, la premiere contient deux boules noires et une boule blanche et la seconde une
boule noire et deux boules blanches. On choisit une urne au hasard et on tire une boule dans cette urne.
Calculer la probabilité que la boule provienne de la premiere urne sachant qu’elle est blanche.

Exercice 34

On consideére la statistique suivante* : Sur 100 000 femmes battues (par leur conjoint), 45 sont tuées
dont 40 par leur conjoint.

Déterminer la probabilité quune femme battue soit tuée par son conjoint ainsi que la probabilité qu’une
femme battue ait été tuée par son conjoint sachant qu’elle a été tuée.

*Penser le risque : apprendre & vivre dans U'incertitude par Gerd Gigerenzer

Exercice 35

On consideére une maladie qui touche 2% de la population. Le test de dépistage de cette maladie est
positif avec une probabilité de 95% si I'individu est malade et est positif avec une probabilité de 3% si
I'individu est sain.

Déterminer la probabilité pour un individu d’étre malade si son test est positif et en donner une valeur
approchée au centieme.

Exercice 36

On lance successivement un dé cubique jusqu’a ce que le total des nombres obtenus soit supérieur ou
égal a 3.
Déterminer 'espérance du nombre de lancers réalisés.

Exercice 37

On considere un trousseau de 5 clefs dont deux permettent d’ouvrir une porte donnée et on teste les
clefs au hasard successivement jusqu’a l'ouverture de la porte.
Déterminer 'espérance et la variance du nombre d’essais nécessaires.

Exercice 38

On considere une urne contenant 5 boules blanches et 5 boules noires indiscernables et on tire successi-
vement sans remise toutes les boules de 'urne.
Déterminer ’espérance du rang d’obtention de la premiere boule noire.

Exercice 39 ()

On considere une variable aléatoire X sur un espace probabilisé fini & valeurs dans [0; 1], montrer que
E(X?) < E(X) et en déduire que V(X) < 1.

www.emmanuelmorand.net 8/11 supTSI1920Maths16



Sup Tsi - Cours de mathématiques XVI. Probabilités
Exercice 40

On considére un devoir de Mathématiques de moyenne 8 et d’écart-type 2.
Déterminer le plus petit intervalle centré autour de la moyenne tel que la probabilité d’appartenance a
celui-ci de la note d’une copie tirée au hasard soit supérieure a 75%.

Exercice 41

On tire une boule dans une urne contenant des boules indiscernables numérotées de 7 & 77 et on note
X le numéro de la boule obtenue.
Calculer E(X) et V(X).

Exercice 42 (x)

On tire une boule dans une urne contenant des boules indiscernables numérotées par des numéros pairs
de 10 a 30 et on note X le numéro de la boule obtenue.
Calculer E(X) et V(X).

Exercice 43 (x)

On considere une urne contenant une boule blanche et une boule noire indiscernables et on effectue des
tirages successifs en remettant apres chaque tirage la boule tirée et en ajoutant une boule supplémentaire
de la méme couleur.

Déterminer la loi de probabilité du nombre de boules blanches présentes dans 1'urne apres N tirages.

Exercice 44

On effectue N tirages successifs avec remise dans une urne contenant deux boules blanches et trois
boules noires indiscernables. On gagne g points par boule blanche tirée et on perd deux points par boule
noire tirée.

Quelle valeur de g faut-il choisir pour que I'espérance du gain soit nulle 7 (jeu équitable)

Exercice 45

On tire une boule dans une urne contenant k boules portant le numéro k pour tout k € [1;9].
Déterminer ’espérance et la variance du numéro de la boule tirée.

Exercice 46

Une classe préparatoire doit accueillir 30 éleves, des statistiques montrent que 5% des éleves inscrits ne
se présentent pas.

Quelle est la probabilité qu’a la rentrée scolaire la classe soit constituée d’au moins 27 éleves 7 En donner
une valeur approchée a ’aide de la calculatrice.

Exercice 47 (x)

On lance successivement une piece déséquilibrée et on note p la probabilité d’apparition de Pile et X la
proportion de Pile obtenus apres N lancers.

Calculer 'espérance et la variance de X puis déterminer N pour que X soit une valeur approchée de p
au dixiéme avec une probabilité de 90%.
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Réponses
1) & ={(1;1),(1;2),...,(1;6),(2;1),(%2),...,(2:6), (3;1),...,(6:6)} = {(i;7)\i, j € [1;6]},
Qo = {11} {1;2}, .. {16}, {220 {23}, ..., {2:6},{3; 3}, ... . {6:6}} = {{&; j}\é < js4,5 € [1; 6]}
2) A= {5} : événement élémentaire,
B = {2;4;6},
C = {} : événement impossible,
D ={1;2;3;4;5;6} : événement certain.
3) AUB =1{2;4;5;6}, AnND = {5}, B={1;3;5} et ANB = 2.
4) {{1;2},{3;4},{5;6}}.
5) P({2}) + P({4}) + P({6}) = 35.
6) % car le nombre de cas favorables est 3 et le nombre total d’issues est 6.
7) Q@ = {(Ri; Ra), (B3 Va), (Vi; Ra), (Vis Va)}, P(R1) = 55, P(RiN Re) = porgryerimss = 10 ©F
Pr,(Ry) = 5.
1,1
g) 275 -3
1-1 8
9) oui pour le dé équilibré, non pour le dé truqué.

10) P(E1) = 3, P(Es) = 3, P(E3) = 3, P(E\NEy) = 3, P(E1NE;3) = 3, P(E2N E3) = 1 et
P(Ey N EaN E3) = 0 donc les événements sont deux a deux indépendants mais pas mutuellement
indépendants.

11) P(R2) = P(R1) X Pr,(Ra) + P(V1) x Py;(Ra) = o5 x S 4 18 5 T = T

P(RiNR:) X175 6
12) Pg,(R;) = = =
2 P(R») 2 19
13) P(X =6) == et P(7T< X <10) = 3.
14) x| 2|3 [4]5]6]7|8[9]10]11]12]
_ T [ 2 [ 3 | 4|5 |6 |5 4] 3] 21
P(X=2)[5 [ %3353 |3%3%!|3%|%|3%|

15) On montre que P(X <1) = 4=, P(X <2) = &, P(X <3) = &,

16) o X2+ 2 X3+... e x T+ x8+ - +1x12=7.

17) On ajoute les espérances de la somme du résultat du premier dé et de la somme du résultat du
deuxieme dé.

18) - x 224+ 2 x 324+ S x 724 2 x84+ 1 x 122 =32

19) VIX) = x(2=-72+ZxB-72+ +Z x(T-72+2Z x(8=72%+- +:x(12-7)? = 32,

20) V(X) =322 — (7)2 =32,

21) < i >p’“(1 —p)" "

k
n
22) —
) 2
23) Q = {(1,1,1),(1,1,2),(1,1,3),(1,1,4),(1,1,5),(1,1,6),(1,2),(1,3),(1,4),(1,5),(1,6),(2,1),(2,2),(2,3),(2,:4),(2,5),(2,6),(3),(4),(5),(6) }
24) (2).
11!
25) o1l = 9 979 200.
k
26) P({k}) = —.
) P = 5

www.emmanuelmorand.net 10/11 supTSI1920Maths16



Sup Tsi - Cours de mathématiques XVI. Probabilités
1
27) 3

~@) e () <4

28) 1
29) Dans seulement un cas sur trois équiprobables, le joueur perd en modifiant son choix.
)

4 53
256°
31) 13><(3)5><212><(‘21): 6 '
(2) 4165
3651 30
39) 1 33l q_ (3364305 T
36550 2 % 365 10
1
33) .
) 3
18
34) et .
) 3500 ' 9
P P(M 2
35) Py (M) = u(H) < PO 957 x 2% ~ 39%.
Par(+) x P(M) + Pyy(+) x P(M)  95% x 2% + 3% x 98%

%)1x2+2 L
3 36 36 36

37)1><7+2><f><7+3><7><7><7—|—4><7><l><%—2et1.
Lx(3)+2x (D) +3x (D +4x(§)+5x(§)+6x(3) _ 11

(¥) CE
V(X)=E(X?-EBEX)?<EX)-EBEX)?< 13 car E(X) €[0;1]
[4;12] en remarquant que P(|X — 8| < a) < &% < 25%.

)
)
41) On pose Y = X — 6, on en déduit que E(X) =E(Y)+6 =42 et V(X) = V(Y) = 420.
)
)

E(X) =20 et V(X) = 40.

1
P(X =k)= N1 Pow tout k € [1; N + 1] en procédant par récurrence sur N.

2
44) (g—|—2)><5N—2N:0<:)g:3.

19 44
45) — et —.
)3y
46) Le nombre d’éléves présents X suit une loi binomiale, on calcule P(X = 27) + P(X =28) + P(X =

20) + P(X = 30) ~ 94%.
47) E(X) =+ x Np=p, V(X) = 3z Np(1 —p) = W et N = 250 en remarquant que P(|X —p| >

1 100p(1—p) 25
10) < N < N -*
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