Sujet Droit

Correction du devoir de Mathématiques n°2

Exercice 1

4 2

— La fonction f(x) = 223 — x + 5 admet pour primitives sur R, F(z) = % - % +5x+k , keR.
1
— La fonction f(x) = sin(bz + 3) admet pour primitives sur R, F(x) = — cos(bx+3)+k , keR.
, o m N (32% +1)®
— La fonction f(x) = 2x(32° 4 1)" admet pour primitives sur R, F'(z) = o1 +k , keR
— La fonction f(z) = % admet pour primitives sur R, F(x) = G p—— +k , keR.

Exercice 2

1. (a) La fonction g est une fonction polynéme donc elle est définie et dérivable sur R et ¢'(z) =

6022 — 62 = 62(102 — 1), on en déduit les variations de la fonction g :
1

T —00 0 15 +00
g (x) + 0 — 0 +
—10 400
g'() /! N\ /
—00 —10,01
(b) Sur lintervalle | — oc; %], la fonction g est majorée par —10 donc 1’équation g(x) = 0 n’admet

pas de solution. Sur I'intervalle [1—10; +oo], la fonction g est continue et strictement croissante avec
g(l—lo) < 0et liI_E g(x) = 400 donc d’apres le théoréme des valeurs intermédiaires ’équation
T—T1T00

g(x) = 0 admet une unique racine réelle a. On obtient a 'aide de la calculatrice I'encadrement :
0,84 < a <0,85.

(¢) On déduit des variations de g son tableau de signes :

T ‘ —00 « +00
g() | - 0 +
2. (a) La fonction f est définie pour 142 # 0 soit 23 # —1soit z # —1 d’ou Dy =]—o00; —1[U]—1; +oc|.
Ona: 10 L 10
lim f(z)= lim M = lim ? =0
r—+00 r—+00 ‘T(E + xQ) r—+00 z + x2

I'axe des abscisses est donc une asymptote horizontale a Cy en +00 et —oo. De plus :

. T _ . 3 . 3
xlirglf(x)—xlinjl—l+x3— oo car r<—-1l=>2"<-1=142"<0
r<—1 r<—

et 1

lim f(r)= lim —— =400 car > —-1=2>>-1=1+2°>0

x——1 z——114 23
r>—1 r>—1

donc la droite d’équation x = —1 est une asymptote verticale a gauche et a droite a Cy.

(b) La fonction f est rationnelle donc dérivable sur ses intervalles de définition | —oo; —1[ et | —1; +o0],

o ;o (F10) x (1 +2%) — (1 —102) x (3z%)  202® —322—-10  g(=)
Jw) = 1+ 23)2 T @482 (1+a9)2
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(c) On en déduit les variations de la fonction f :

T —00 -1 « 400
f(z) - - 0 +
0 400 0
f(z) N\ N /
—00 fle)

(d) la courbe représentative de la fonction f est la suivante :

\

(e) La tangente T' a la courbe Cy au point d’abscisse 0 a pour équation y = f(0) + f'(0)(x — 0) =
1—10z. On a :

N

1—10x -3 2310z — 1)
Ax) = —(1-102) = ———=—(1-10z) = (1-10 —1)=(1-10 =
1
3 — - 0 + +
10z -1 | — — - 0 +
@ +1 |- 0+ + +
Az) |- [ + 0 - 0 +
La tangente T est au dessus de Cy sur les intervalles ] — co; —1[ et [0; 15].
Exercice 3
1. On a [sinx])? + [sin’(z)]? = [sinx]? + [cosz]? = 1 et [cosz]? + [cos'(7)]? = [cosz]? + [~sinz]? =

[cos z)? + [sinx]? = 1.

2. (a) On considere une solution f de I'équation (E;), on a [f(z)]?> =1 — [f'(z)]? donc 0 < [f(2)]? < 1
donc —1 < f(z) < 1.

(b) On pose f(z) = sin[g(z)], la fonction f est solution de (E7) si et seulement si la fonction g vérifie
I’équation différentielle :

(sin[g(2)])* + (¢'(z) cos[g()])> = 1
& (sin[g()])? + [g' (2)]*(cos[g(z)])? = 1
& 1= (cos[g(x)])* + g/ (x)]*(cos[g(x)])® = 1
N (lg' (@)]? = 1)(cos[g()])? 0

¢) On constate que les fonctions g vérifiant g(x) = £z +k et g(x) = Z|n| sont solutions de I’équation
g g 2 q
différentielle (Eg)

(d) On en déduit que les fonction f(x) = sin(xz+k) et f(z) = £1 sont solutions de I’équation (Ey).

(e) Les fonctions sinus et cosinus appartiennent a la premiere famille de de solutions car sinz =
sin(xz 4 0) = sin(—z + m) et cosx = sin(x + §) = sin(—z + §).
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