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Exercice 1

Partie A
9 9 1 1
1. (a) Pourz <0,ona:z?+z+1l=2°(14+~-+—
r  x
Donc
lim (22 +2+1) =400
Ir— —00
De plus

lim e *=+o00

rT——00

On en déduit par produit :

lim (22 +2+1)e™® = +o0

r— —00

lim ¢(x) =400

Ir— —00

Pour z >0
" 1 1
(22 +x+1e =07 (1 +—+ —2)
T x
On sait que :
lim 2% =0
r——00
et ) )
lim <1+—+—2) =1
r—+00 €T x
Donc :
lir+n (22 +x+1)e =0
On en déduit :
li =-1
Jim  o(z)

(b) ¢ est une fonction dérivable sur R.

Pour z e R :
Px) = Qe+le "+ @ +a+1)(—e)
= (—x2 + x) e "
x —00 0 1 +00
-1’ + - 0 + 0 -
¢'(z) - 0+ 0 -
+00 3e 1 -1
¢(x) N / \
0 -1
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2. La fonction ¢ est strictement décroissante sur | — oo; 0], strictement croissante sur [0; 1] et
©(0) = 0. Donc ¢ s’annule une seule fois sur | — oo; 1].pour = 0.

Sur intervalle ]1; +00[, ¢ est continue et strictement décroissante.
f p(1)=4et—1=0,103>0
Ona: { ©(3) ~ —0,353
D’apres le théoreme de la bijection, ¢ s’annule une unique fois sur |1; +oo[, pour = dans
]1; 3[. On appelle « ce nombre réel.
D’apres la calculatrice, 1,79 < a < 1, 80.
En effet : ¢(1,79) ~ 0,0007 > 0 et ©(1,80) ~ —0,0016 < 0 .
3. On en déduit le tableau de signe de ¢ sur R :
x | —00
() | +

0 «
0O 4+ 0 -
Partie B

1. f(0)=¢"=1et g(0) = 1, donc Cf et C, passent toutes les deux par A(0;1) .
Pour vérifier si les deux courbes ont la méme tangente en ce point, il suffit de vérifier que
leurs tangentes respectives ont le méme coefficient directeur.
Pour x dans R :

fllz) = 27"+ 2z+1)(—e ")
(1—-2zx)e™®

22+ +1)— (2z+1)(2x + 1)

I p—
—222 —2x+1
(2 + 2+ 1)2

Donc ¢'(0) =1
Les tangentes & Cy et Cy en 0 passent toutes deux par A(0,1) et ont pour coefficient
directeur 1, elles sont donc confondues.
2. Pour x dans R :
=z 2z +1
f(@)—g(z) = (QRz+1)e - P aT——
2z +1)e *(z2 +z+1) 2r+1
2 +z+1 24 ax+1
2z +1)e *(z?+x+1)— (2x+1)
24+z+1
2z +1) [e*(@* + 2+ 1) — 1]
24+ +1
2z + 1)p(x)
2 +r+1

3. Tableau de signe de ¢
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X — ~3 0 o +00
o(x) + + 0 + 0 -
20 +1 - 0 + + +
f(x) —g(z) -0 + 0 + 0 -
4. On déduit du tableau précédent que C'y est au dessus de Cy sur l'intervalle [—%; al, et que
C, est au dessus de C sur | — oo; —%] U [a; +00l.
|

Exercice 2

1. (a) On suppose que f s’annule en un réel a.
f vérifie (C), donc
fl@)f'(=a) =1

c’est en contradiction avec 'hypothese formulée, f(a) ne peut donc pas étre nul.
On en déduit que, pour tout = réel : f(z) # 0.

(b) Soit z € R.

g'(x) = —f(~2)f(z) + f(-2)f"(z)
g () = —1+1;(Dapres la condition (C))

g'(x) = 0
(c) ¢’ est nulle sur R, donc g est constante sur R.
9(0) = f(0)£(0) = 16

Donc pour tout  de R : g(z) = 16

(d) Pour z € R.
f(~a)f(@) = 16

On sait que : f(z) #0 (Question 1.(a))

on en déduit :

16
f(=z) = 7@
f(0) = —4
©) = 16
mf (x) =1
£(0) = 4
C) = 1
f'(@) = 1o (@)

2. Question de cours



Classe de Terminale S

(a) Soit f une solution de : (E)
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y' = iy
16

On définit sur R la fonction g : x +— e~ 16 f()

g est dérivable sur R comme produit de fonctions dérivables, et pour x réel :

= e T @) e ()
1 @ 1 @

= e T () e T f(2)

=0

glx) = K
e f(zr) = K
fla) = Kef

4/06

Réciproquement toute fonction de la forme fx(z) = K e?6 est solution sur R de

Péquation (E)
En effet :

(b) Soit f une fonction solution de (E), alors f est de la forme : fx(x) = Ke

(@) = fge™
1
fielw) = {5fx(@)

fe(0)=—4 <— Ke' = —4
<— K=-4

5k

Il existe donc une unique fonction f solution de (E) telle que f(0) = —4, c’est la

fonction définie sur R par :

différentielle (E) : ¢ = s-y.

[(x) = ~deTs

3. Dans la partie 1, on a démontré que si f satisfait la condition (C), alors f vérifie I’équation

Dans la partie 2, nous avons démontré que 'unique solution de (E) vérifiant f(0) = —4 est

la fonction f définie sur R par :

Réciproquement, vérifions que cette fonction vérifie bien la condition (C).

Pour z réel :

fl@) = —4eT
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Exercice 3

2

-1
1. Siz# -1, Z:Z+1 = 22tz=2-1 = 22=-1 & z=iouz=—i
z

Les points invariants par f sont les deux points d’affixes i et —i.
z—1

2. (&) z# -1, (Z-D(+1)= <Z+1

(b) L’égalité de ces deux complexes entraine 1’égalité de leurs modules soit :
|z =1)(z+1)|=]-2] < | =1 x|z4+1|=2 < AM'xBM =2.
Meéme chose pour les arguments :
—
arg[(z'—1)(z+1)] = arg(—2) < arg(z'—1)+arg(z+1) = 7 [27] — (ﬂ), AM')—i—
- =
(u, BM) = [27].
3. M appartient au cercle (C) de centre B et de rayon 2 si et seulement si BM = 2 <«—
z—(-1)]=2 < |z+1|=2.
En reportant dans la premiere relation trouvée a la question précédente, il suit que 2AM’ =
2 <= AM’ =1 qui signifie que M’ appartient au cercle (C’) de centre A et de rayon 1.
4. @) p+1l=-2+1+iV3. Doup+12=1+3=4=2%2 = [p+1] = 2. Donc

1 3 2 2 i
p+1:2<—§+i§> :2(cosg+isin§) =2’

1)(z+1)z1212.

(b) On vient de trouver que |p+ 1] = 2 <= BP = 2 qui signifie que P appartient au
cercle (C).

(¢) D’apres la question 2. a. on a :

, 2 2
pfli—:—_%:fe =e
p+1 2%

De plus ¢ — 1 = 14 iv/3 = 2¢*3. On en déduit que :

(7, A—Q) - (7, E) = arg (;/_11) (2r) =arg(2) (2m) =0 (2m)

En conclusion, le point P’ appartient & la demi-droite [AQ).

(d) On en déduit la construction simple de P’ :
— Construire ) symétrique de P par rapport a ’axe des ordonnées;
— La demi-droite [AQ) coupe le cercle (C) en P'.
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