Sujet Droit

Correction du devoir de Mathématiques n°3

Restitution organisée de connaissances

1. (a) Lafonction g(z) = z—sinx est définie et dérivable sur I'intervalle [—7; 7] et ¢/(2) = 1—cosx > 0.
On en déduit ses variations :
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(b) — Pour z € |0;7] ona z —sinz >0 dou 1-— e

>0 et f(z) <1
sin x
— Pourz € [-m;0] ona z—sinz <0 dou 1-—
— Pourz=0 ona f(z)=1<1
2. (a) La fonction h(xz) = sinz — zcosz est définie et dérivable sur lintervalle [—m; 7| et h/(z) =
cosx —cosx +xsinxe = xsinz > 0. On en déduit ses variations :
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(b) — Pour z € |0;7] ona sinzx —xcosz >0 dou —— —cosxz >0 et f(z) > cosx.
x
sin x

— Pour z € [-m;0[ ona sinx —zcosz <0 dou
— Pourz=0 ona f(z)=12>cos(0)=1.

3. On a montré que cosz < f(x) < 1 pour z € [—m;7]. Or lin%cosx = cos(0) = 1 donc d’apres le
Tr—

—cosz >0 et f(z) > cosz.

Théoreme des Gendarmes liH(l) f(z) =1= f(0) et la fonction f est continue en 0.
Tr—

Exercice 1
4

1. Les fonctions f(z) et P(z) sont définies et dérivables sur [0;1] et on a f'(z) = CENE et P'(xz) =
x
3az? + 2bx + c. D'ou :
P0) = f(0) soit d = 4
P(1) = f(1) soit a+b+c+d = 2
P'(0) = f/(0) soit c = —4
P(1) = f'(1) soit 3a+2b+c = -1

On obtient apres résolution de ce systeme a = —1,b =3, ¢ = —4d et d = 4 soit P(z) = —23+32%—4x+4.
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2. On a:

44+ (x+1)(2 -322 +4r—4) P —223+22 22(2?-22+1) 2%(x—1)2

— P — — = =
f(z) (z) r+1 r+1 r+1 r+1

3. La fonction §(x) = f(z) — P(x) est définie et dérivable sur I'intervalle [0;1] et :

ez —1)2+22%(xz - 1))z +1) —2%(x - 1)?  a(x—-1(2x—-1)+22)(z+1) —2*(x —1)2

§'(x) = (z+1)2 - (x+1)2
, z(z — D)4z —2)(x+1) —22(x—1)2  z(xz—-1)(4z—-2)(x+1) —2(x—1)) z(z—1)(3z%+ 3z —2)
() = - _
(z+1)2 (z+1)2 (z+1)?
Le trinome 322 + 3z — 2 admet pour racines =3 _6@ et =3 +6\/§ On en déduit les variations de

la fonction § :

Exercice 2

1. Si la fonction g est définie et dérivable avec o g(x) < g alors la fonction f(z) = tan[g(x)] lest
également et :
fl(@) = (1 + tan’[g(2)])g' (x) = (1 + [f(2)]*) f'(2)
D’ou :
(1 + [f(@)]*)g (@) + 22(1 + [f(2)]*) = 0

Et comme 1+ [f(x)]? # 0 on en déduit que ¢'(z)+2x = 0, de plus £(0) = tan[g(0)] = 1 donc g(0) = %

2. On a ¢/(x) = —2x donc g(v) = —2% + C et comme g(0) = % on a g(z) = —2% + %

On obtient en conclusion :

Exercice 3

1. (a) Ona (z+2)(az?+bz+ec) =az®+b2% +cz+2a2? +2bz +2c = az’ + (b+2a)2? + (¢ + 2b)z + 2¢,
d’ou par identification :

a =
b+ 2a
c+2b =

2c =

o o O =

On obtient a =1, b= =2, c =4 d’ott 23 + 8 = (2 + 2)(22 — 22 + 4).

(b) Les racines de I'équation 22 — 2z +4 = 0 sont 1 — /3 et 1+ iv/3 donc Iéquation (E) a pour
ensemble solution S = {—2,1 — iVv3,1+ 2\/3} .

2/3



Sujet Droit Correction du devoir de Mathématiques n°3

2. (a) La figure est la suivante :

Y

C
(b) On a:
AB:\/(xB—xA)2+(yB—yA)2: 33+(\/§)2:2\/§
De meéme :
AC =/3 + (V3)2=2V3
et :

BC = /024 (2v/3)2 =2V3

Exercice 4

Le plan est muni d’un repere orthonormé.
1. On a:

7y = (x4 iy) (2 —iy') = (z2' +yy) + i(z'y — zy))
et
et

(a) Les vecteurs sont orthogonaux si et seulement si zz’ + yy’ = 0 soit Re(z+7=) = 0.

— —
u et v
— —

(b) Les vecteurs u et v

2. (a) Ona:

sont colinéaires si et seulement si 2’y — xy’ = 0 soit Zm(z-7=

2 =22 = (x+iy)? = (2% — y?) + 2izy
Le point M’ a donc pour coordonnées (z2 — y2; 2zy).

— = . . o
(b) Les vecteurs OM et OM' sont orthogonaux si et seulement si Re(zowzw) = 0.

5o = (z+iy)(x? —y? —2izy) = x(x?—y?)+2xy? +iy (> —y*) =20z y = (2 +y*)—iy(z?+y?)

On a z = 0 ou 2 + y?> = 0, donc le point M appartient & I’axe des ordonnées ou bien est

- —
lorigine du repére, en conclusion I'ensemble des points M tels que les vecteurs OM et OM’

soient orthogonaux est I’axe des ordonnées.
—_—

e
(c) Les vecteurs OM et OM’ sont orthogonaux si et seulement si Im(ZOT/IZW) =0.0nay=0o0u
x? +y? = 0, donc le point M appartient & I'axe des abscisses ou bien est I'origine du repere, en

—_—
conclusion I’ensemble des points M tels que les vecteurs OM et OM’ soient colinéaires est I'axe
des abscisses.
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