Activité de mathématiques

Démonstration par récurrence

Définition. Une propriété dépendant d’un entier naturel est héréditaire lorsque si elle est vraie pour un
certain rang n alors elle est vraie pour le rang n + 1.

Axiome. On considére une propriété dépendant d’un entier naturel. Si cette propriété est vraie pour le rang
ng et héréditaire, alors elle est vraie pour tout entier naturel n = ny.

Exemples

1. On considere la propriété (P,) : 4™ + 2 est un multiple de 3.
(a) Montrer que la propriété est vraie pour le rang n = 0.

(b) On suppose que la propriété est vraie pour le rang n et on pose 4" 4+ 2 = 3k avec k € Z. Montrer
qu’alors la propriété est vraie pour le rang n + 1. (On pourra chercher & exprimer 4”1 4+ 2 en
fonction de k)

(¢) Montrer que la propriété est vraie pour tout n € N.
2. On considere la propriété (P,) : 8" + 1 est un multiple de 7.
(a) Montrer que la propriété P, est héréditaire.

(b) Que peut-on en déduire ?

Application
Démontrer par récurrence les propriétés suivantes :

Propriété 1. Pour tout n € N et z € R%, on a In(2") = nln(z).

n(n+1)
2

Propriété 2. Pour tout n € N, le nombre est un entier naturel.

k=n
Propriété 3. Pour tout n € N*, on a Zk:1+2+3+---+n:
k=1

n(n+1)
—

Propriété 4. Pour tout n € N*, la fonction x +— x™ est dérivable sur R et sa dérivée est la fonction
n—1

T nw
T
Propriété 5. Pour tout n € N, la fonction sinus est n fois dérivable et on a sin®™ (z) = sin(x + nE)

Propriété 6. Pour toutn e Netz € Ry, ona (14+2)" =1+ nx.
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