Cours de mathématiques

Suites numériques

Définition 1. Une suite réelle (u) est une fonction de N ou d’une partie de N dans R. On appelle terme
de rang n de la suite le nombre réel u, = u(n).

Exemple 1.
1. up =n%+1,n>0 est une suite définie sous forme explicite
uyg = 2 . , . ,
2. est une suite définie sous forme récurrente.
{ Up+1 = (un)2 +1,n2=20 /i

Définition 2. Une propriété dépendant d’un entier naturel est héréditaire lorsque si elle est vraie pour un
certain rang n alors elle est vraie pour le rang n + 1.

Axiome 1. On considére une propriété dépendant d’un entier naturel. Si cette propriété est vraie pour le
rang ng et héréditaire, alors elle est vraie pour tout entier naturel n = nyg.

k=n
Exercice 1. Prouver par récurrence que pour tout n € N*, on a Z k=14+243+---+n=
k=1

n(n+1)

5 .
Définition 3.

1. La suite (up)n>0 est majorée si il existe un réel M tel que u, < M pour tout n > 0.

2. La suite (un)n>0 est minorée si il existe un réel m tel que u, = m pour tout n > 0.

3. La suite (u,)n>0 est bornée si elle est minorée et majorée.

2 1
Exemple 2. La suite u, = nT—i_l , n =0 est bornée.
n

Définition 4.

Up)n>0 est constante si upy1 = wy, pour tout n = 0.
= 0.

> 0.

4. La suite (up)n>0 est monotone si elle est croissante ou décroissante.

2. La suite (uy)n>0 est croissante si wu,y1 = uy, pour tout n
(un)n>0 est décroissante si w, 1 < uy, pour tout n

Exemple 3. La suite u, = 3n + 4 est croissante. (on pourra utiliser la croissance de la fonction f(x) = 3z +4)

Propriété 1.
1. Une suite (un)n>0 est croissante si et seulement si upy1 — Uy = 0 pour tout n = 0.
2. Une suite (up)n>0 est décroissante si et seulement si up41 — up < 0 pour tout n > 0.

Un+1

3. Une suite (un)n>0 strictement positive est croissante si et seulement si > 1 pour tout n > 0.

Un
Un+1

4. Une suite (u,)n>o strictement positive est décroissante si et seulement si < 1 pour tout n = 0.

Un

Démonstration. au programime. O
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Définition 5. Une suite (un)n>0 est dite convergente vers un réel | si tout intervalle ouvert contenant
contient tous les termes de la suite a partir d’un rang ng. Une suite qui ne converge pas est dite divergente

Exemple 4.
2 1

La suite u, = nt , n =0 converge vers 2.
n+1

La suite u, =n?>+1,n >0 diverge.

La suite u, = (—1)" , n > 0 diverge.

Propriété 2. Si une suite (uy)n>0 converge alors il existe un unique réel | vers lequel elle converge, | est
appelé limite de la suite (u,) et on note :

lim wu, =1
n—-+00

Démonstration. au programme en raisonnant par ’absurde. O
Théoréme 1. Une suite convergente est bornée.

Démonstration. au programine. ]

La réciproque de ce théoreme est fausse!
Contre-exemple 1. La suite bornée u, = (—1)" , n > 0 diverge.
On peut cependant énoncer le théoreme suivant :

Théoréme 2. Théoreme de convergence monotone
1. Une suite croissante majorée converge.
2. Une suite décroissante minorée converge.

Démonstration. admis. O

Définition 6.

1. Une suite (uy)n>0 diverge vers +oo si tout intervalle de la forme |A;4o00[ , A € R contient tous les
termes de la suite & partir d’un certain rang ng. On note :

lim wu, = 400
n—-+o00

2. Une suite (uy)n>0 diverge vers —oo si tout intervalle de la forme | —oo; A[ , A € R contient tous les
termes de la suite a partir d’un certain rang ng. On note :

lim wu, = —oc0
n—-+o00

Exemple 5. La suite u,, =n?>+ 1, n >0 diverge vers +oc.
Propriété 3.

1. Une suite croissante non majorée diverge vers +oo.

2. Une suite décroissante non minorée diverge vers —oo.

Démonstration. au programie. ]
Définition 7. Les suites (up)n>0 €t (vy)n>0 sont dites adjacentes si :

— (uy,) est croissante et (vy,) décroissante.
— la suite (v, — uy,) converge vers 0.

1 1
Exemple 6. Les suitesup, =2—— ,n>1etv, =2+ — , n =1 sont adjacentes.
n

Propriété 4. Si deux suites (up)n>0 et (vn)n>0 sont adjacentes avec (uy,) croissante et (vy) décroissante
alors u, < v, pour tout n > 0.

Démonstration. au programme en raisonnant par I’absurde et en utilisant un passage a la limite. O

Propriété 5. Deux suites adjacentes convergent et ont méme limite.

Démonstration. au programme en utilisant le théoreme de convergence monotone. O
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