Sujet Gauche

Correction du devoir de Mathématiques n°6

Exercice 1

1. On pose F(z) = u(z) x v(z), la fonction F est dérivable et sa dérivée F'(x) = u/(z)v(x) + u(z)v'(z)
est continue sur Uintervalle [a;b] donc :

2. (a) On pose u(x) =e” et v(x) = sin(x) et on applique la formule précédente :
b
u'(z)v(z)de = e™ sin(r) — e sin(0) f/ e’ sin(x)dr = -1

On pose u(x) = cos(z) et v(z) = e” et on applique la formule précédente :

b b b
J = / u(z)v' (zr)dx = u(b)v(b)fu(a)v(a)f/ o (z)v(z)de = cos(ﬂ)e“fcos(O)eOf/ —sin(x)e®dr = —e"—1+1

™41 ™41
(b) On en déduit par addition que J = — = d'ot T = —J = & ; .
Exercice 2
L t=1 1 . L=t
1. (a) I = [t(—e —t)] —/ 1(—e!")dt = —1 + [_e —t} = 14 (-lt+e)=e—2.
t=0 0 t=0
1 1 =1 ! 1
(b) Insy = [W (—e —t)L ; —/ (n+ D)t (—e"t)dt = —1 + (n+ 1),
= 0

(c) Iy =—1+21 = —1+2(e —2) =2e — 5.
Iy = —1+3I = —1 + 3(2¢ — 5) = 6e — 16.
2. (a) On a t"t! =" x t < t" car t € [0;1], on en déduit que t"lel= < t"el~! car e!=! > 0 pour
t € [0;1] et par intégration I,,11 < Ip,.
(b) On a t"e'~t > 0 pour t € [0;1], on en déduit par intégration que I,, > 0. La suite (In)n>1 est
décroissante et minorée par 0 donc elle converge.

3. (a) Ona 0 < t"e!~! < et" car e! =" < e pour t € [0;1], on en déduit par intégration que 0 < I,, <
t=1

1 n+1
et e
etdt = {— } _ _
/0 n+ 11— n+1

(b) D’apres le théoreme des gendarmes, on a lim I, =0 car lim
n—-+oo n—+oon + 1

[§]

=0.
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Exercice 3

1. La fonction f est dérivable sur [0;+oo] car elle est un quotient de fonctions dérivables sur [0;4o00]
avec de plus la fonction au dénominateur qui ne s’annule pas sur [0; +o00[. On a :

1
PP e M S (URS,)
B (z +5)?  (z+5)2
De plus :
f(z)>0&eh(rz+5)<lor+5<esr<e—5
In X
Comme e — 5 < 0, la fonction f est décroissante. On a de plus lim f(z) =0 car lim 22 0.
T—-+00 X—oo
T 0 +o00
f'(x) -
Inb
5
f(x) AN
0
2. (a) La fonction f est décroissante!
(b) On integre l'inégalité précédente :
n+1 n+1 n+1
/ fn+1)dz < / F)de < / F(n)dz
n n n

soit f(n+1) < wuy, < f(n).
(¢c) Or lim f(n+1)= lim f(n)=0, on en déduit en utilisant le théoréme des gendarmes que
n—-+00 n—-+00

la suite (u,) est convergente et que lim w, =0 .
n—-4o0o

3. (a) La fonction F' est dérivable sur sur [0;+oo] car elle est la composée par la fonction carré d’une
2In(z + 5)

fonction dérivable sur [0; +ool, de plus F'(z) 5
x

1
(b) On a f(xz) = 2F'(x) donc la fonction §F est une primitive de f sur [0; +o00[, on en déduit :

r=n n(n 2 n 2
%:[Qm@+5»ﬂﬁozﬂ< +®; (In5)

4. On a:

[ ? o " e = [ v — 1. — (£ 5))° — (In5)?
So= [ @+ [ e+ [ f@pe= [ e =1, - )

La suite (.5,,) est donc divergente car liI_’I_l In(n + 5) = 4o0.
n—-+0o0o
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